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1 Introdução

Modelos de aprendizado supervisionado utilizados em problemas de regressão são capazes de
produzir predições pontuais yn+1 para dados não vistos durante o treinamento Xn+1 através do
aprendizado de padrões em conjunto de dados de treino (Xi, yi)

n
i=1. No entanto, em alguns casos

é necessário conhecer o grau de incerteza associado às predições.
Uma forma robusta de estimar o nı́vel de incerteza associado a cada nova predição pode ser

obtida através da implementação do método Conformal Prediction, onde são geradas predições
intervalares Ĉ associadas a um nı́vel de significância α em detrimento de predições pontuais [1] [2]
de tal forma que os novos valores preditos Yn+1 estejam contidos dentro do intervalo Ĉ(Xn+1)
com frequência 1− α, conforme representado a seguir:

P{yn+1 ∈ Ĉ(Xn+1)} ≥ 1− α (1)

O método também garante que os intervalos gerados apresentem:

• Validade: Garantia de que o valor real estará contido dentro do intervalo predito. Essa
garantia pode ser assintoticamente exata (limn→∞ P{yn+1 ∈ C(Xn+1)} = 1 − α), ou
assintoticamente conservadora (limn→∞ P{yn+1 ∈ C(Xn+1)} ≥ 1− α).

• Eficiência: Garantia de que os intervalos preditos terão a menor largura possı́vel.

• Flexibilidade: Possibilidade de implementação em diferentes tipos de modelos que utili-
zem diferentes heurı́siticas nos processos de aprendizagem (e.g. Regressão Linear, Random
Forest, Support Vector Regression Machines, Redes Neurais Artificiais etc).

• Condicionalidade: Largura adaptável dos intervalos preditos, de tal forma que regiões de
maior incerteza apresentem intervalos relativamente maiores aos obtidos para predições em
regiões de menor incerteza dos modelos.
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Cabe ressaltar que o método não faz suposições sobre a distribuição dos dados para fornecer
intervalos ou conjuntos de previsões válidos. Essa propriedade torna o método bastante robusto,
uma vez que permite uma aplicação ampla em conjuntos de dados variados. A única premissa
adotada pelo método é a de que os dados são intercambiáveis (iid).

A forma mais intuitiva de se obter a predição de intervalos deriva da realização de sucessivos
treinamentos com diferentes conjuntos de treino e avaliação das distribuições condicionais dos
erros associados a essas predições. Nesse sentido, o método Full Conformal Prediction representa
um tipo de implementação que utiliza todo o conjunto de treino para criar os intervalos preditos,
ajustando esses intervalos a cada obsevação nova. Porém, devido ao fato de exigir o treinamento
de sucessivos modelos para cada nova observação não vista durante o treino, a estratégia torna o
método custoso computacionalmente [1], [2].

2 Estratégias

O método Naive é uma das formas mais simples de implementar o método conformal predic-
tion. Basicamente, o método consiste em treinar um modelo utilizando o conjunto de dados de
treino e obter a distribuição dos resı́duos para cada predição ŷi realizada sobre o conjunto de treino.
Em seguida, utiliza-se o valor predefinido para α para se obter o percentil 1 − α da distribuição
dessess resı́duos.

Dessa forma, para uma nova observação Xn+1, será realizada a predição ŷn+1 usando o mo-
delo treinado previamente e o intervalo será construı́do da seguinte forma:

Ĉ(yn+1) = [ŷn+1 − ϵ, ŷn+1 + ϵ] (2)

Onde ϵ representa o percentil 1− α da distribuição dos resı́duos.
Esse método apresenta alta simplicidade e eficiência computacional por eliminar a necessidade

de treinamentos de sucessivos modelos. Porém, tal simplificação pode resultar em intervalos com
taxa de cobertura inferiores a 1 − α e sem capacidade de adaptação à heterocedasticidade dos
dados, por produzir intervalos de largura fixa.

O método Jackknife+ é uma modificação do método clássico de reamostragem Jackknife, que
se baseia no treinamento de sucessivos modelos µ̂ omitindo uma das observações do conjunto de
dados a cada treinamento, estratégia também conhecida por Leave-One-Out (LOO).

O método Jackknife utiliza um único modelo µ̂ ajustado utilizando todo o conjunto de treino,
apresentando intervalos centrados em torno do valor predito µ̂(Xn+1) e intervalo predito defi-
nido com base na distribuição dos resı́duos observados para cada dado não apresentado ao modelo
durante o treinamento utilizando a estratégia LOO. Já o método Jackknife+ utiliza diferentes mo-
delos µ̂−i, onde i representa cada observação não fornecida ao modelo durante o treinamento,
para realizar as predições µ̂−i(Xn+1) e utiliza a distribuição dos respectivos resı́duos associados a
cada uma dessas predições para definição da espessura do intervalo [3]. Dessa forma, as predições
intervalares para cada nova observação Xn+1 podem ser descritas para as diferentes estratégias da
seguinte forma:

Ĉ jackknife
n,α (Xn+1) =

[
q̂−n,α

{
µ̂(Xn+1)−RLOO

i

}
, q̂+n,α

{
µ̂(Xn+1) +RLOO

i

}]
(3)



Ĉ jackknife+
n,α (Xn+1) =

[
q̂−n,α

{
µ̂−i(Xn+1)−RLOO

i

}
, q̂+n,α

{
µ̂−i(Xn+1) +RLOO

i

}]
(4)

Onde q̂−n,α e q̂+n,α representam os quantis α e (1− α), respectivamente, e os valores RLOO
i re-

presentam o i-ésimo resı́duo do conjunto de observações, definidos como RLOO
i = |Yi−µ̂−i(Xi)|.

O método Cross Validation (CV+) pode ser implementado através da divisão do conjunto de
treino em K subconjuntos disjuntos S1, S2, ..., SK , cada um com tamanho m = n/K. Posteri-
ormente, são treinados K modelos µ de tal forma que a cada treinamento um dos subconjuntos
seja omitido do conjunto de treino [3]. Os resı́duos de cada um dos modelos µ̂−SK

pode ser
determinado da seguinte forma:

RCV
i = |Yi − µ̂−SK(i)

(Xi)|, i = 1, ..., n (5)

Onde k(i) ∈ {1, ...,K}. Utilizando os resı́duos calculados, é possı́vel definir o intervalo
predito utilizando o CV+ como:

ĈCV+
n,K,α(Xn+1) =

[
q̂−n,α

{
µ̂−Sk(i)

(Xn+1)−RCV
i

}
, q̂+n,α

{
µ̂−Sk(i)

(Xn+1) +RCV
i

}]
(6)

Os métodos descritos anteriormente pressupõem o treinamento de sucessivos modelos para
avaliação da incerteza associada às predições, de tal forma que são necessários n e K modelos
para implementação das estratégias Jackknife+ e CV+, respectivamente.

Uma forma de eliminar a necessidade de treinamento de diferentes modelos durante a implementação
do método Conformal Prediction é possı́vel com a utilização da estratégia Split Conformal Predic-
tion, que consiste na divisão do conjunto de dados em conjunto de treino, de calibração e de teste
utilizando, por exemplo, o método Conformalized Quantile Regression (CQR) [2], que é capaz de
realizar predição de intervalos com o treinamento de um único modelo.

Uma vez que o conjunto de dados tenha sido dividido, para implementação do método CQR,
é necessário que sejam treinados modelos de regressão quantı́lica [4] considerando os seguintes
quantis αinf = α/2 e αsup = 1 − α/2. Dessa forma, é possı́vel determinar o intervalo inter-
quantı́lico Ĉ para a regressão quantı́lica como:

Ĉ(x) = [qαinf
(x), qαsup(x)] (7)

Apesar do fato da regressão quantı́lica apresentar elevada adaptabilidade à heteroscedastici-
dade dos dados, resultando em intervalos de largura maior em regiões de incerteza relativamente
mais elevada, a regressão quantı́lica não apresenta garantia estatı́stica de cobertura, o que é resol-
vido com a utilização do conjunto de calibração como parte do método CQR.

O método proposto por [2] consite em realizar predições em cada uma das observações per-
tencentes ao conjunto de calibração e determinar os respectivos resı́duos conforme representado a
seguir.

εi = max{q̂αinf
(Xi)− yi, yi − q̂αsup(Xi)} (8)

Dessa forma, nos casos em que o valor yi estiver fora do intervalo quantı́lico por ser menor
que o intervalo inferior, o resı́duo calculado é positivo e tem magnitute igual a |Yi − q̂αinf

(Xi)|.



No caso em que o valor de yi for maior que o limite superior do intervalo, de maneira análoga, o
resı́duo calculado também é positivo e apresenta magnitude yi − q̂αsup(Xi). Por fim, nos casos
em que o valor yi estiver contido dentro do intervalo, o resı́duo terá valor negativo com magnitude
igual a distância entre o valor real e o limite do intervalo mais próximo.

Uma vez que os resı́duos foram calculados para todas as observações pertencentes ao con-
junto de calibração, a distribuição dos valores de ε é analisada e o quantil Q1−α é obtido dessa
distribuição. Uma vez conhecido o valor de q̂, esse termo é utilizado para calibrar os intervalos da
regressão quantı́lica de seguinte forma:

Ĉ(x) = [q̂αinf
(Xn+1)−Q1−α(ε), q̂αsup(Xn+1) +Q1−α(ε)] (9)

Através do processo de calibração descrito anteriormente, a garantia de cobertura estatı́stica
do intervalo é atingida [2]. Com base na formulação apresentada em 9 é possı́vel deduzir que
a conformação pode aumentar a largura do intervalo interquartı́lico para os casos em que as
predições realizadas sobre o conjunto de calibração não estejam contidos no intervalo com proporção
superior a 1− α, ou de reduzi-la nos casos em que uma proporção superior a 1− α das predições
estejam contidas no intervalo interquartı́lico.
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