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ABSTRACT

Determinar o prego 6timo a que deve ser vendido um produto é fundamental para qualquer empresa, em par-
ticular, em lojas de varejo. Qualquer que seja o segmento, essas lojas costumam atender um grande ntmero de
pessoas, que invariavelmente possuem sensibilidades diferentes a precos. A Big Data propds o sistema Price-O
com o objetivo de determinar o preco 6timo de cada item em cada loja, e alcanga este objetivo por meio de
um sistema de reinforcement learning, balanceando as etapas de exploration-exploitation para a avaliacao de
precos. Este sistema depende de um nimero muito grande de amostras para convergir em um tempo viavel.
Por este motivo, ele nao é vidvel em um contexto de uma rede pequena de lojas. O objetivo deste relatorio é
considerar algumas avenidas pelas quais o Price-O poderia ser modificado para convergir em um menor nimero
de amostras.

1. PRECIFICACAO

Determinar o prego 6timo a que deve ser vendido um produto é fundamental para qualquer empresa, em par-
ticular, em lojas de varejo. Qualquer que seja o segmento, essas lojas costumam atender um grande ntimero de
pessoas, que invariavelmente possuem sensibilidades diferentes a pregos. Naturalmente a percepgao do valor de
um item é diferente para cada pessoa. Isso significa que, oferecer um produto a um prego muito acima do valor
percebido pelo cliente pode implicar em um nimero muito baixo de produtos vendidos. Nesse caso, mesmo o
maior lucro por produto pode nao ser suficiente para compensar a perda em vendas. Por outro lado, oferecer
o mesmo produto a um preco muito baixo leva a um lucro abaixo do desejado por produto, por mais que haja
um aumento significativo no nimero de vendas. O segredo entao se encontra na diferenciagao de precos: cada
consumidor é ”convidado” a pagar por um determinado item o preco que condiz com sua percepcao de valor para
o mesmo item, dadas as restrigoes particulares da empresa em relagdo aquele item (e.g., preco minimo, margem
desejada, etc.). A otimizacdo deste prego é crucial para maximizar o resultado de qualquer companbhia.

Em um contexto de uma rede com um grande nimero de lojas e produtos, o preco étimo pode ser encontrado
através de experimentacao usando um framework de Reinforcement Learning com multi-armed bandits, ou ainda,
através da extrapolacao de curvas de elasticidade. Estudos mostram que a diferenciacao de prego tipicamente
traz retornos da ordem de 4% a 10% em lucro bruto. Muitos setores j& se valem dessa otimizacao de precos.
Por exemplo, companhias aéreas diferenciam precos por horario do dia, dia da semana e uma série de outras
varidveis. Gigantes da internet, como Amazon, praticam essa diferenciagao de preco em uma escala altamente
granular, chegando a diferenciar o preco do mesmo item vérias vezes ao longo do dia.

Por outro lado, algumas dreas de negécios ainda estao para tras na adocao de estratégias similares Um desafio
particular aparece nos cenarios com restricao de amostras, seja no niimero de lojas ou itens. Nestes cendrios,
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Figure 1. Otimizagao do lucro com diferenciagdo de pregos
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a experimentacao é praticamente proibitiva, j4 que nao se tem uma massa relevante de amostras. Por outro
lado, essas empresas tipicamente nao alteram seus precos com frequéncia, o que também dificulta o estudo de
elasticidades.

A Big Data desenvolveu o seu produto de precificagdo dinamica, chamado PriceO, para um cenério em que
é possivel usar experimentagao. Este sistema tem como objetivo determinar o preco étimo de cada item em
cada loja, e alcanca este objetivo por meio de um sistema de reinforcement learning, balanceando as etapas de
exploration-exploitation para a avaliacao de pregos. Em linhas gerais, o produto se vale de um grande volume de
varidveis explicativas (e.g., renda, fluxo de tréansito, indice de concorréncia, clima, criminalidade, entre outros)
para segmentar as lojas em diferentes clusters. Em seguida, uma abordagem baseada em Thompson Sampling é
usada para a etapa de experimentacao de precos. Nesse processo, precos campeoes sdo recompensados, enquanto
os pregos perdedores vao ficando pelo caminho, até chegar ao subconjunto de precos 6timos.

Embora jé executado com sucesso em diversos clientes, o produto PriceO da Big Data nao é apropriado para
cendrios em que consideramos uma rede com um um numero pequeno de lojas. Como mencionado antes, este
cendrio deixa a experimentacao quase proibitiva, dado o pequeno nimero de amostras e portanto o PriceO nao
é indicado para a obtencao dos pregos 6timos.

Neste relatorio, proporemos caminhos para otimizar este sistema no contexto de um pequeno numero de lojas
com poucas alteragoes histéricas de precos. Quais modificagoes podem ser implementadas para alcangarmos
uma solucao de forma mais eficiente, ainda que esta solugao nao seja uma solucao 6tima global? Quais outros
artificios podem ser usados como surrogate nesse caso? E possivel criar um bom modelo para o prego 6timo, que
nao dependa de experimentacao, nesse cendrio? Este projeto propos algumas alternativas a serem consideradas
neste desafio.

2. THOMPSON SAMPLING E REGRET NO CONTEXTO DE PRICING

Se soubéssemos com qual pre¢o um produto traz mais rendimento, uma estratégia que traria o maior retorno
a longo prazo seria sempre vender o produto a esse preco. Na prética nao sabemos qual esse valor, que pode,
inclusive, flutuar com o tempo e as variagoes do mercado.

Se, a longo prazo, queremos maximizar o retorno obtido com a venda dos produtos, precisamos fazer algu-
mas experimentacgoes. Nao qualquer experimentagao, mas uma que busque um equilibrio entre ezploration e
exploitation.

O Thompsom Sampling bindrio é um método de aprendizado por reforgo (Reinforcement Learning) que
usa Inferéncia Bayesiana para executar essa estratégia. Vamos explicar como ele funciona.

2.1 O algoritmo Thompson Sampling

Suponha que temos uma lista finita de pregos para um produto e queremos descobrir, a longo prazo, qual prego
traz melhores ganhos financeiros.

No inicio da nossa exploracgao, podemos escolher qualquer um dos pregos para um produto. E como se todos
tivessem a mesma taxa de sucesso. Representamos isso com uma fungio de distribuicdo beta §(1,1) para cada
maquina, como visto na Figura 2.

O preco original do produto é separado como grupo de controle. Ao testar o desempenho de um prego, pode-
mos estabelecer um critério para determinar se o preco foi um sucesso ou um fracasso. Neste caso, comparamos
o lucro com o obtido por um grupo de controle. Se o grupo de controle teve um lucro menor que o prego sendo
testado, consideramos o preco com bem sucedido para este cluster de lojas. Caso o grupo de controle tenha um
lucro maior que o preco sendo testado, consideramos o prego como um fracasso para este cluster de loja. O fato
de ser um sucesso ou fracasso é portanto dado por um indicador binério.

Ao fim da primeira rodada de exploragdo com um prego em um cluster de lojas, dizemos que nos casos de

e sucesso: ha mais chances desse preco ser o melhor;

e fracasso: hd menos chances desse preco ser o melhor.
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Figure 2. A fungéo de distribuigdo 5(1, 1) dos pregos. Se um prego nao foi testado, a taxa de sucesso dele pode ser qualquer
uma. Fonte: [1].

Passamos a representar a distribuigdo deste preco de acordo com a Figura 3. A funcdo beta atualiza sua
distribuicao de acordo com os sucessos ou fracassos dos testes realizados. No caso de um sucesso, a distribuicao
indica maiores chances de acontecer um novo sucesso. No caso de um fracasso, as chances de um sucesso sao
consideradas menores para as proximas tentativas.
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Figure 3. A funcgéo 8 atualiza seus valores de acordo com a marcagao de sucesso ou fracasso de um teste realizado. Fonte:

[1]-

A cada rodada de testes um prego a ser testado é escolhido com base na distribui¢do 5 com parametro dado
por (ng + 1,ny + 1), onde ng é o nimero de sucessos e ny é o nimero de fracassos de cada preco especifico.
Depois de muitas rodadas, se uma méaquina ou preco foi muitas vezes escolhida, a distribuicdo S d4 uma boa
ideia da taxa de sucesso esperada naquela maquina ou naquele prego, como na Figura 4.

O que acontece durante a execugao do algoritmo é que, com a fungao 3, a cada rodada inferimos a chance
de sucesso de um prego:

e A cada rodada, escolhemos um preco baseados na probabilidade que inferimos anteriormente.

e Se um preco mostrar obter sucessos com maior frequéncia, a chance de o escolhermos numa préxima rodada
de testes é maior.

Depois de algumas rodadas de testes, comecamos a “ter uma ideia” de qual preco parece retornar melhores
resultados e nossa tendéncia serd ir nele mais vezes.
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Figure 4. A funcao (131, 81) indica que esse prego tem uma taxa de sucessos préxima a 60%. Fonte: [1].

2.2 Regret

Podemos medir se esses resultados sao realmente os melhores com o conceito de regret. Ele mede o arrependimento
que temos ao escolher um preco.

Podemos o calcular a cada rodada da seguinte forma:

e Supomos qual seria o resultado do melhor prego caso soubéssemos o melhor prego (sucesso ou fracasso).
Em outras palavras, usamos o prego caso tivéssemos o conhecimento da estratégia ideal.

e Comparamos com o resultado do preco escolhido.

Quando o resultado obtido no teste é pior do que o do melhor preco, ficamos arrependidos da escolha (e
acumulamos regret). Neste sentido, se algoritmo deixar de acumular regret sabemos que ele passou que este

passou fazer a melhor escolha de preco, ou uma solugao equivalente. Vemos um eemplo disto na Figura 5.
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Figure 5. Nessa simulagdo do Thompson Sampling podemos ver que por volta das 100 iteragoes parou-se de acumular
regret. Vemos também que o prego 1 tem uma taxa de sucesso inferida por volta de 90%. Isso significa que a partir do
centésimo teste escolheu-se quase sempre o prego 1. A taxa de sucesso dos pregos nessa simulagdo é, respectivamente:
95%, 70%, 10% e 20%.



3. THOMPSON SAMPLING NAO-BINARIO

Nessa segao retrataremos uma variagao do algoritmo de Thompson Sampling para precificar determinado produto
com um passo de adaptacao nao-bindrio (ou seja, para resolver uma variagdo do Multi-Armed Bandit). Utilizam-
se de conceitos de economia juntamente com a inferéncia Bayesiana para obten¢ao das solugoes. O algoritmo e
sua implementagao baseiam-se num artigo publicado no blog da empresa Grid Dynamics [2].

A adaptacao ocorre quando olhamos para o problema Multi-Armed Bandit com uma perspectiva diferente.
No caso, trocamos os bragos das maquinas caga-niqueis por estimativas de demanda, essa por sua vez atrelada
a um preco. Utilizando a Lei da Demanda da economia, temos que

3D(p), tal que D(p) é decrescente (e convexa) em p. (1)

Ou seja, podemos tentar fazer estimativas iniciais para essa fun¢ao de demanda e ir atualizando nossas crengas
(inferéncia Bayesiana) para maximizar a receita em cada passo. Dessa forma, pretendemos achar a demanda
otima que, multiplicada com o prego atrelado a ela, maximize a receita.

Na primeira parte dessa subsecao explicamos o algoritmo através de um exemplo ilustrativo, definimos o
conceito de regret nesse contexto e mostramos resultados mais realistas; na segunda parte, descrevemos algumas
sugestoes de otimizacoes para um contexto de baixas amostras.

3.1 O Algoritmo e Regret

Comecaremos com um exemplo ilustrativo. Devido a auséncia de dados reais, iremos supor que existe uma
curva de demanda em que podemos simular as estimativas em cada passo. No caso real da Big Data, os testes
ocorreriam em cada subgrupo de estabelecimentos dentro de um mesmo cluster.

Exemplo Ilustrativo Seja um produto de um cluster de lojas previamente selecionadas. Desejamos testar
os pregos p de 1,99, 2,99, 3,99 e 4,99. Considere que nesse contexto vale a seguinte funcdo de demanda D(p) =
2 % 10*72P graficada abaixo:

Equagdo: 2 * 10™4 * 107 (-2*p)

17.5 1

15.0 1

12.5 A

10.0 4

Demand

7.5 1

5.0 A

2.5 A

0.0

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
Price

Figure 6. Demanda para o Exemplo Ilustrativo

Analisando previamente o cendrio, vemos que a demanda cai drasticamente a partir de p = 2. Logo, para
maximizar a fungao receita R(pre¢o) = preco x demanda, o algoritmo deve reconhecer que pregos mais altos que
1,99 geram demandas muito baixas e por consequéncia receitas menores.

Como resolver esse problema considerando que temos acesso limitado a fungdo de demanda (através um teste
por iteragdo)? A solugdo a ser apresentada baseia-se numa variagdo do algoritmo de Thompson Sampling, onde
uma funcao de distribui¢do Gamma(a;, 5;) é usada como prior para estimar a demanda de todos os pregos p;



naquela iteracdo. Sendo assim, considere um chute em cada «; e §; a ser aplicado na funcdo Gamma. Nesse
exemplo, comecamos com «; = 6.00 e 5; = 1.00,Vi. Aplicando o valor esperado, temos

a;  6.00
E[Gamma(«;, ;)] = 5 " 1.00 6.00

Dessa forma, dentre os precos de 1,99, 2,99, 3,99 e 4,99, selecionamos aquele atrelado a demanda que maximiza
a relacao prego x demanda. Nesse exemplo, na primeira iteragao, o preco escolhido tende a ser 4.99, que esta
longe de ser o correto. Assim, testamos esse preco na funcao de demanda - que representa a realidade - e ela
nos revela a verdadeira demanda para esse preco. Como o leitor pode notar através do grafico 6, na realidade,
tem-se uma demanda d; baixissima para o preco de 4,99. Com essa demanda d; em maos, fazemos o passo de
atualizacao:

ai(—Oéi—th
Bi— Bi+1

Para d; =~ 0, na proxima iteragao teremos

6.00+d; _ 6.00
2.00  2.00

E[Gamma(a; + dy, B; + 1)] = =3.00

e caso o prego de 4,99 seja escolhido em algum passo novamente, seu valor ird diminuir. Portanto, podemos
concluir que esse processo leva a uma estimagao da demanda real (disponivel na simulagao através da fungao
D(p) = 2 %10+20),

A adaptagdo das demandas em cada iteracdo desse algoritmo pode ser verificada nesse GIF. O inicio e fim
do algoritmo para esse exemplo estao na figura abaixo:

Note que a partir de um certo momento somente a demanda atrelada ao prego de 1,99 é escolhida (somente ela
”se move” ), indicando que o algoritmo acerta mais vezes o valor da demanda conforme passam as iteragoes. Isso
evidencia uma boa relagao equilibrada exploration e exploitation, sempre presente na inferéncia Bayesiana.

3.1.1 O Algoritmo

Dado um exemplo explicando o funcionamento do algoritmo, podemos defini-lo através do Algoritmo 1:

Algoritmo 1: Thompson Sampling Nao-Binério

1: Definir o conjunto de pregos p = p1, ..., Pn, 08 pardmetros ai,...,an, B1,...,Bn, a fungdo de demanda D(p) o
numero de iteragoes T'.
2: Parat=1,...,T faga
3: Simule as demandas d;(p;) = Gamma(a, 5:), V4.
4: Ache o preco p* = p(k), k € {1,...,n} que maximiza a receita:

p" = argmax Z pidi(pi)

Pi€EP i

5: Oferega o prego 6timo p* e observe a demanda real d¢ = Poisson(D(p*)).
6: Atualize os valores de « e 8 no k-ésimo prego

ap — ap +di

Br +— Br +1

Duas observacoes podem ser feitas: a primeira diz respeito aos parametros a’s e §’s iniciais. Embora seja
recomendado comegar com a; =g =+ =qy € f1 = fo = --- = B,, pode-se a priori determinar quais devem
ser esses valores iniciais para que as estimagoes das demandas convirjam mais rapido.


https://makeagif.com/i/Csf2S4
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Figure 7. Demandas no exemplo.

Além disso, no passo 5 a demanda é simulada a partir de uma distribuicdo de Poisson em torno do valor
de D(p*), pois uma distribui¢ao de Poisson modelaria uma sequéncia de D(p*) eventos ocorrendo consecutiva e
independentemente.
3.1.2 Regret

Uma caracteristica em comum dos algoritmos de Reinforcment Learning é a presenga de um Regret, ou seja,
um arrependimento ao nao escolher de maneira étima numa iteracdo (ou cumulativamente até ela). Para o
Thompson Sampling Nao-Binario, podemos entender o Regret como o arrependimento ao nao escolher o
prego 6timo numa determinada iteragao.

Sendo assim, temos a seguinte definicao:
DEFINITION 3.1 (REGRET LOCAL E REGRET ACUMULADO). Considere o vetor de precos p = [p1,...,pn] €
a funcgdo de demanda D(p). Suponha conhecido o pre¢o p* € p, onde

p* = argmax E[Receita] = argmax E[p x D(p)]
pi€p Pi€P

Definimos o Regret Local na iteracao t como
re =p* xd(p*) — pe x di,

onde py e dy sao o preco e a demanda a ser considerado na iteragao t, respectivamente. O Regret Acumulado
na iteragao t € definido como
t
Rt = Z Tj.
j=1



Para o exemplo da secao anterior, temos o comportamento da figura 8. Nas primeiras iteracoes, erramos
algumas vezes o prego até convergir para 1,99. Note que a partir do momento em que estamos escolhendo o
preco 6timo, a fungdo Regret Acumulado estabiliza. De fato, se a partir de um certo tempo temos p; = p*,
teremos 1y =0e Ry = Ry, k=1,...,n.

Regret Local Regret Acumulado
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Figure 8. Regret para o exemplo ilustrativo.

Porém, a observacdo mais marcante fica a respeito do Regret Acumulado. Ele calcula quanto de receita
(do contratante) foi deixado de ganhar em face a um contexto onde sabemos o prego 6timo desde o comego.
Dessa forma, essa métrica pode ser utilizada nao somente em simulagoes, mas também na realidade, auferindo a
eficiéncia e acurdcia do método. Esse fato pode servir como comparacao entre cases do produto de precificagao
oferecido pela Big Data.

Exemplo Realista Seja um produto de um cluster de lojas previamente selecionadas. Desejamos testar os
pregos de 15, 20, 25, 30 e 40. Apods alguns testes empiricos feitos pela equipe do projeto - juntamente com
um grafico de demanda fornecido pela empresa - suponha um contexto com a seguinte fungao de demanda

P

D(p) = 2¢*~ 20, presente na figura 9:

Equacdo: e~ 4 * e™(-p/20
100 quac (p/20)
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Figure 9. Demanda para o Exemplo Realista.
Nesse contexto, iniciamos com «; = 15.00 e 8; = 1.00, Vi. Apds quase 40 iteragdes, o preco converge para
p* = 20.00. com demanda de 20 unidades. Para esse caso, o regret local e regret acumulado estao na figura 10.

3.2 Sugestao num Contexto de Baixo Numero de Amostras

Como verificado nesse tltimo exemplo mais realista, o Thompson Sampling Nao-Binario resolve o problema de
precificagao dinamica balanceando o descobrimento de precos nao testados sem muitas perdas em termos de
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Figure 10. Regret para o exemplo realista.

receita. Nessa tltima subsecao veremos trés sugestoes para ter melhor rendimento do algoritmo num contexto
de poucas amostras:

e Aceleragao da Convergéncia
e Influéncia em demandas vizinhas

e Elastitidade Preco-cruzada

3.2.1 Aceleragao da Convergéncia

Esta proposta é bem simples. Basta definir um parametro w > 1 e inseri-lo no passo 6 do Algoritmo 1, multipli-
cando os parametros de atualizacao:

ap — ap +wxdy

Br — Br +w*dy

Essa alteragao faz com que a distribuicdo Gamma(ay, By ) da préxima demanda seja mais assertiva, requerindo
menos passos para se ter uma demanda di(py) consistente atrelado ao prego py.

Porém, um valor muito alto de w pode levar a casos em que a condicao de escolha de qual preco testar numa
iteragao do Thompson Sampling Nao-Bindrio (argmaxpiep Receita) caia sempre num prego sub-étimo. Essa
situacao é semelhante a um caso de minimo local. E como se afirmdssemos com muita convicgao que queremos
uma demanda que pode ser sub-6tima e deixdssemos de testar uma demanda que ainda nao temos informacao,

prejudicando a busca de novas solugoes étimas.

3.2.2 Influéncia em Demandas Vizinhas

A influéncia em demandas vizinhas pode ser dividida em duas partes: uma recomenda a calibragem dos
parametros iniciais e a segunda a atualizacao do passo. Para essa subsegdo, supomos que os pregos estao
ordenados em ordem crescente (p; < pit1)-

A primeira sugestao é aproveitar o comportamento decrescente da demanda em funcgao do preco - dada pela
Lei da Demanda - para iniciar os parametros asy,...,a, € Bi,...,08, também decrescentemente, baseado em
estimativas empiricas. A mudanga no Algoritmo 1 ocorreria na inicializagao, como abaixo:

1: Definir o vetor de pregos p = [p1 < - -+ < pn], 08 pardmetros ag < -+ < ap, f1 < -+ < Bn, a fungdo de demanda
D(p) o ntimero de iteragdes T

A segunda ideia seria aproveitar os valores de quantidade demandada em iteragdo para inferir nas demandas vizinhas
de forma que se estamos atualizando di(px), devemos ter um sétimo passo de atualizacdo da forma:



Qg1 — g1+ w1 *ds
Br—1 — Pr—1+1

Opq1 & Opp1 + w2 x dy
Br+1 — Br+1 + 1,

onde w1 > 1 > wsa, visto que a funcdo de demanda é decrescente. Isso implica que as atualizagoes de ax—1 € g1
devem manter essa proporgao.

As duas ideias carregam consigo a desvantagem de demorarem mais iteracbes para convergir a um valor correto.
De fato, como estamos mudando todas as demandas, elas flutuam com mais facilidade. Porém, sua grande vantagem é
aproveitar a informagao de um par (prego, demanda) noutro, ideal para um contexto de baixo nimero de amostras.
Em suma, nas duas estratégias estamos trocando mais iteragoes do algoritmo por um fluxo de informacgoes
entre demandas vizinhas.

3.2.3 Elasticidade Prego-Cruzada

A terceira sugestao diz respeito a relagdo de substituicdo ou complementariedade entre dois bens num mesmo mercado.
Mais especificamente, suponha que vocé é dono de um fast-food que vende um tipo de hambirguer e um sabor de suco.
A pergunta que explica a proposta a seguir é: serd que um aumento no prego do hambirguer implica em menos vendas
do suco? Ou o contrario?

-

Figure 11. Bens Complementares.

No primeiro caso teremos uma situacdo de bens complementares e no contrario temos bens substitutos. Para
medir essas relagoes, utilizamos o conceito de elasticidade prego-cruzada, dada pela férmula

Od, p
edz,py = apy i? (2)

onde d, ¢é a fungdo de demanda por um bem z e p, é o prego de um bem y.

Em particular, para uma aplicacao real da Big Data, vamos supor que estamos investigando lojas num mesmo cluster
(mercado) que vendem esses dois produtos: sucos e hamburgueres. Naturalmente, a informacgao de elasticidade pode ser
verificada empiricamente. Suponha que foi encontrado que sucos e hamburgueres sdo bens complementares. Logo, para
x =suco e y =hambirguer na equagao 2, teremos uma queda na demanda de sucos caso o prego caia, ou seja

od
Opy

significando que dado um aumento de 1% no preco de y, a demanda em x diminui em z%, z>0. Analogamente, para bens
substitutos, teremos ez,p, > 0.

<0 = eq <0,

z Py

Num cenédrio de aplicagdo do Thompson Sampling Nao-Binario para os dois produtos, teremos dois algoritmos em
execugao. Dessa forma, a ideia seria completar uma iteragdo para o hambirguer e, por exemplo, ao testar um prego
que gerou uma demanda de hamburgueres menor que o esperado, atualizar a demanda de sucos com uma certa queda
também. O inverso valeria para aumentos de demanda nos hambirgueres.

Outro cendrio poderia ocorrer quando temos dois tipos de hamburgueres, onde temos uma competigao entre eles: pois
dado que um dos hamburgueres fica muito caro, os consumidores podem tender a escolher o outro. Portanto, um erro de
precificacdo em um bem pode gerar aumento na demanda do seu ”concorrente”. Essas observacbes valem tanto para o
Thompson Sampling Nao-Binario quanto para a versdo executada pela Big Data, de forma que as atualizagées em pregos
dependentes podem ocorrer também quando deflagramos um fracasso no Thompson Sampling Binério.



3.2.4 Relacgao entre Clusters

Antes de se iniciar o método de precificagdo via Thompson-Sampling, hd um processo de clustering das lojas através de
um critério de semelhanca de pregos (por exemplo, separagao entre lojas com pregos mais caros e lojas com pregos mais
baratos).

Acreditamos que esse processo de clusterizagdo cria uma estrutura extra no problema que pode ser utilizada para
aproveitar resultados de um cluster para outro. Essa estrutura pode ser imaginada como um dicionario que traduz os
pregos entre diferentes clusters.

A ideia é modelar essa estrutura e utilizd-la para reduzir a complexidade do problema, que deixara de se comportar
como varios métodos independentes de Thompson Sampling funcionando separadamente em cada cluster, para um processo
onde o resultado de um cluster influéncia nos resultados de um outro cluster, acelerando dessa forma a convergéncia.

Ja existe uma literatura muito interessante sobre como trabalhar com esses problemas de Low-rank Bandits. Por
exemplos, deixamos [3, 4] onde sdo apresentados garantias de convergéncia e metodologia de implementagio, além de uma
excelente discussao sobre o problema.

3.2.5 Outros Métodos Bayesianos

Para finalizar, gostariamos de sugerir dois métodos Bayesianos que acreditamos que possam ser tteis no desenvolvimento
e modelagem do problema apresentado.

O primeiro é o método de Otimizacao Bayesiana [5]. Este é uma abordagem para optimizacao de fungdes objetivo
que levam muito tempo para serem avaliadas, assim como no nosso problema se considerarmos por exemplo a curva de
demanda. Esse método cria uma aproximacao da fungao objetivo, levando em conta uma quantificagao de incerteza que
podem ser muito util na pratica.

O segundo, é uma poderosa ferramenta chamada de Empirical Bayes [6]. A ideia desse método é usar ferramentas
Bayesianas para estimar distribui¢oes a priori através dos nossos dados. Note que isso pode ser muito vantajoso no nosso
problema, j& que se tivermos uma distribuigéo a priori melhor calibrada, podemos conseguir uma convergéncia mais rapida
ao aplicar o Thompson Sampling.
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