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Prefacio
Primera edici�on

La ciencia estad��stica, o simplemente estad��stica, ha tenido un gran impacto en
pr�acticamente todas las �areas del conocimiento, entre las que podemos destacar �areas
b�asicas como la f��sica, la qu��mica y la biolog��a, as�� como tambi�en otras m�as tecnol�ogi-
cas, como la ingenier��a, agronom��a, criminolog��a, astronom��a, demograf��a, salud y
psicolog��a. Como resultado, todos los sectores de actividad, primario, secundario y
terciario se han bene�ciado de los avances de esta ciencia gracias a los progresos en
este campo, incluso en el �ambito gubernamental. Ninguna ciencia ha interactuado
tanto con las dem�as en sus actividades como la ciencia estad��stica, y la ense~nanza
de esta ciencia es actualmente obligatoria en pr�acticamente todos los cursos de pre-
grado en las m�as diversas �areas, con muy pocas excepciones. En este contexto, este
libro presenta una introducci�on a los principales elementos de la estad��stica b�asica
desde una perspectiva pr�actica e interactiva.

La raz�on que nos impuls�o a escribir este material parte de nuestra percepci�on
de que pocos libros de estad��stica b�asica en espa~nol presentan la aplicaci�on y el
desarrollo de los procedimientos te�oricos desde el punto de vista del software libre,
con c�odigos disponibles para el lector. Esto facilita en gran medida la aplicaci�on
directa y el aprendizaje de metodolog��as y t�ecnicas estad��sticas.

En este sentido, este libro y los procedimientos te�oricos desarrollados se ponen a
disposici�on de cualquier usuario o analista mediante software gratuito. A lo largo de
los cap��tulos se presentan las teor��as involucradas y los procedimientos de an�alisis, as��
como los resultados obtenidos a partir de estos procedimientos. Adem�as, se presentan
c�odigos desarrollados en el software libre y gratuito R, que pueden utilizarse para
aplicar r�apidamente las herramientas estad��sticas aprendidas a los conjuntos de datos
que el usuario desee analizar. De esta forma, los usuarios que tengan poco o ning�un
conocimiento de programaci�on y/o no dispongan de software estad��stico comercial
se bene�ciar�an del libro y podr�an hacer pleno uso de un recurso computacional libre
y gratuito para analizar estad��sticamente sus datos.

El material de este libro est�a dise~nado para ser utilizado en un curso semestral
de estad��stica b�asica en programas de pregrado, principalmente en negocios, biome-
dicina e ingenier��a, o en cursos de posgrado en �areas relacionadas donde exista la
necesidad de un curso introductorio sobre el tema. Tambi�en contamos con experien-
cias que demuestran que el material puede seguirse en forma de autoaprendizaje,
dado que la estructura del libro va desde la presentaci�on de la teor��a involucrada
hasta su aplicaci�on pr�actica, con el uso de software libre.

El libro est�a formado por ocho cap��tulos. En el Cap��tulo 1 se presentan varias
motivaciones para el uso de procedimientos estad��sticos. En el Cap��tulo 2 se de�nen
los elementos de la probabilidad b�asica. En el Cap��tulo 3, se desarrollan los proce-
dimientos de resumen de datos. En el Cap��tulo 4 se destacan las distribuciones de
algunos estad��sticos. En el Cap��tulo 5, se analizan los procedimientos inferenciales y



las pruebas de hip�otesis. En el Cap��tulo 6, se presentan pruebas de hip�otesis para dos
grupos. En el Cap��tulo 7 se discuten los procedimientos para el an�alisis de varianza.
Finalmente, en el Cap��tulo 8 se presentan algunos temas b�asicos en el an�alisis de
regresi�on.

El desarrollo de este material no habr��a sido posible sin la colaboraci�on de varios
investigadores y estudiantes. Nuestro agradecimiento a Adriano K. Suzuki, Estela M.
Bereta, Marcelo de Paula y Mari Roman, quienes participaron en una versi�on preli-
minar del material, como una de las actividades de la asignatura Temas Avanzados
en Estad��stica del Programa de Posgrado en Estad��stica de la Universidad Federal
de S~ao Carlos (PPGEs-UFSCar), impartida por el primer autor, y a Taciana K. Oli-
veira, quien revis�o el material, probando y adaptando los comandos en software R.
Nuestro agradecimiento tambi�en va para Gleici S. C. Perdon�a, Jos�e Galv~ao Leite,
Lilia C. C. da Costa y Mario de Castro, quienes, en una etapa inicial, tuvieron con-
tacto con el material y presentaron cr��ticas, sugerencias y comentarios constructivos.
A todos ellos, nuestro agradecimiento.

El material fue desarrollado inicialmente en colaboraci�on con el Centro de Estu-
dos do Risco (CER) de la Universidade de S~ao Paulo y la Universidade Federal de
S~ao Carlos (USP/UFSCar), y posteriormente con el Centro de Ciências Matem�aticas
Aplicadas �a Ind�ustria (CeMEAI) de la USP, con el CER de la Universidade Federal
da Bahia y con la Facultad de Matem�aticas de la Ponti�cia Universidad Cat�olica de
Chile.

La ciencia estad��stica es una disciplina en constante desarrollo y los temas avanza-
dos no est�an cubiertos en el libro, lo que genera oportunidades para la investigaci�on
y la preparaci�on futura de material sobre el tema.

Por lo tanto, agradecer��amos cualquier sugerencia o cr��tica que pueda contribuir a
nuevos desarrollos y resolver cualquier problema relacionado con el material presente.

Finalmente, agradecemos a todos los estudiantes que aprobaron la prueba de
lectura de este material y que nos brindaron sus percepciones al respecto.

S~ao Carlos, 28 de mayo de 2026.

Francisco Louzada
Paulo Henrique Ferreira

Pedro Luiz Ramos
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Cap��tulo 1

Ideas b�asicas, motivaciones y
aplicaciones

Resumen del cap��tulo: En este cap��tulo, introducimos algunos conceptos
b�asicos en Estad��stica, que ser�an fundamentales para los pr�oximos cap��tulos.

Objetivo: Proporcionar al lector una visi�on hol��stica y comprensiva de la ciencia
estad��stica, presentando ejemplos de aplicaciones en algunas �areas del conocimiento.

1.1. Introducci�on

En general, la Ciencia Estad��stica, o simplemente Estad��stica, se compone de
una colecci�on de t�ecnicas y m�etodos responsables de la extracci�on de conocimiento a
partir de la informaci�on contenida en un conjunto de datos, que incluye, entre otros,
la plani�caci�on de un experimento espec���co a ser realizado, la recolecci�on cali�cada
de datos, la inferencia, el procesamiento, la manipulaci�on y el an�alisis.

La palabra estad��stica deriva del lat��n status, traducido como \estudio del Esta-
do", ya que la recopilaci�on de datos en la antig•uedad estaba constituida fundamen-
talmente por encuestas promovidas por el Estado. En la Antigua Roma en particular,
dichas encuestas ten��an como objetivo registrar a todos los individuos de una clase
social determinada, como un inventario de sus propiedades, con el �n de determinar
c�omo y qui�en deb��a pagar impuestos y/o ser reclutado para servir en el ej�ercito ro-
mano. Estas encuestas exhaustivas se denominaban censos, y las llevaba a cabo un
magistrado conocido como \censor" (del lat��n censore), cargo creado en el a~no 443
a.C. (Bearzoti & Filho, 2000).

Con el desarrollo del m�etodo cient���co, a partir del siglo XVI, la Estad��sti-
ca pasar��a a desempe~nar un papel fundamental en la ciencia, al proporcionar un
tratamiento formal de los datos experimentales. Inicialmente, en el siglo XVI, fue
considerada por los ingleses, por ejemplo, como una ciencia pol��tica, destinada a
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describir las caracter��sticas de un determinado estado o pa��s, como la super�cie, la
poblaci�on, los recursos naturales y la riqueza (Yule & Kendall, 1950; Laurenti et al.,
1985; Szwarcwald & Castilho, 1992).

En 1662, el ingl�es John Graunt public�o informes estad��sticos sobre nacimientos
y fallecimientos en Londres (Rothman, 1996). A partir de ese momento, comenz�o el
desarrollo de la Probabilidad y la Estad��stica, especialmente a partir del siglo XVII,
con el estudio de las grandes epidemias que asolaron a la humanidad, dando lugar
al desarrollo de la demograf��a. En los siglos siguientes, un n�umero creciente de �areas
se incorporaron al conjunto de las que hac��an uso de la Estad��stica (Botter et al.,
1996).

El concepto de probabilidad, desarrollado gradualmente a partir del siglo XVII,
permiti�o concebir que la informaci�on obtenida a partir de muestras pod��a genera-
lizarse al conjunto de una poblaci�on, siendo la poblaci�on el todo que se quiere
retratar, formado por un conjunto de elementos con caracter��sticas comunes, y la
muestra un subconjunto o parte de la poblaci�on, cuyos elementos se eval�uan median-
te una o varias variables descriptoras. De este modo, el elevado costo que supone
la realizaci�on de censos, actividad consistente en inspeccionar todos los elementos
de una poblaci�on en funci�on de una o varias variables descriptoras, podr��a ahora
reducirse en gran medida (Bearzoti & Filho, 2000).

A partir de 1925, con los trabajos de Ronald Aylmer Fisher, la Estad��stica alcanz�o
el status de m�etodo cient���co. El trabajo del estad��stico pas�o a ser entonces el
de asistir en la plani�caci�on de experimentos, la interpretaci�on y an�alisis de datos
experimentales y la presentaci�on de resultados para facilitar la toma de decisiones,
aunque tuvieron gran importancia los trabajos pioneros de Carl Friedrich Gauss a
�nales del siglo anterior y los de William Seally Gosset en 1908, publicados bajo el
seud�onimo de \Student" (Ferreira, 1996).

En 1936, George Horace Gallup inaugur�o la pr�actica del sondeo, seg�un la cual se
entrevistaba a una muestra representativa de la poblaci�on (considerando distintos
niveles de educaci�on, edad y ingresos). Esta pr�actica gan�o gran popularidad a partir
de ese a~no, ya que las predicciones del sondeo se con�rmaban en las urnas (Bearzoti
& Filho, 2000).

En las �ultimas d�ecadas, con la gran revoluci�on de la Inform�atica, se ha observado
un avance signi�cativo en las �areas de Probabilidad y Estad��stica, con el desarrollo de
lenguajes de programaci�on m�as poderosos, colocando a disposici�on del investigador
diversas herramientas alternativas para auxiliarlo en su trabajo (Botter et al., 1996).

En este contexto, la Estad��stica ha causado un enorme impacto en pr�acticamente
todas las �areas del conocimiento, entre las que podemos citar desde �areas b�asicas,
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como la biolog��a, la qu��mica y la f��sica, hasta �areas m�as tecnol�ogicas, como la in-
genier��a, la astronom��a, la agronom��a, la ecolog��a, la demograf��a, la criminolog��a, la
psicolog��a y la salud. Consecuentemente, todos los sectores de actividad - primario,
secundario y terciario - se han bene�ciado de los avances de esta ciencia, incluida la
administraci�on p�ublica (Ara & Louzada, 2012). Y en la actualidad, gran parte de las
decisiones que se toman en casi todos los �ambitos de la actividad humana moderna
se apoyan en evidencias, teniendo sus bases en la Estad��stica.

La Estad��stica puede dividirse did�acticamente en dos partes: Estad��stica Des-
criptiva e Inferencia Estad��stica. La Estad��stica Descriptiva se re�ere a la forma
de presentar un conjunto de datos en tablas y gr�a�cos, y a la forma de sintetizar la
informaci�on contenida en estos datos en unas medidas. Por su parte, la Inferencia Es-
tad��stica se basa en la teor��a de probabilidades para extraer conclusiones sobre todo
un grupo (poblaci�on) a partir de la observaci�on de solo una porci�on representativa
del mismo (muestra) (Tavares, 2014).

Algunas aplicaciones de la Estad��stica en �areas espec���cas son:

Agronom��a: comparaci�on de la e�cacia de distintos insumos agr��colas, determi-
naci�on de las semillas m�as resistentes a una determinada plaga;

Astronom��a: estudios relacionados con la medici�on de los cuerpos celestes, co-
mo sus distancias, tama~nos, masas y densidades;

Demograf��a: estudio de los fen�omenos demogr�a�cos, sociales o medioambien-
tales;

Ecolog��a: estimaci�on del tama~no de las poblaciones o estudio de la din�amica
de las poblaciones animales y vegetales;

Econom��a: previsi�on de la in
aci�on o de la rentabilidad de los mercados burs�ati-
les a lo largo del tiempo;

Finanzas: estudio del comportamiento de uso de las tarjetas de cr�edito, detec-
ci�on de tarjetas de cr�edito robadas, identi�caci�on de clientes �eles;

Industria: control de calidad de un art��culo, estudio del tiempo de garant��a/
vida �util de un producto;

Marketing y comercio: identi�caci�on de las compras de un determinado cliente,
asociaciones entre los art��culos comprados y las caracter��sticas registradas de
los clientes;

Medicina: estudio del tiempo de vida de pacientes con una determinada en-
fermedad, comparaci�on de la e�cacia de los tratamientos, identi�caci�on de
terapias m�as e�caces, determinaci�on de patrones en secuencias de ADN;
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Medio ambiente: determinaci�on de riesgos relacionados con centrales nucleares,
determinaci�on del impacto ambiental de instalaciones fabriles en una determi-
nada regi�on, estudio de la difusi�on de contaminantes;

Meteorolog��a: previsi�on de precipitaciones, vientos o temperaturas;

Investigaci�on pol��tica: investigaci�on sobre la intenci�on de voto en unas eleccio-
nes (municipales, regionales o nacionales) o investigaci�on sobre la popularidad
de un determinado candidato pol��tico;

Seguros y salud: predicci�on de clientes que comprar��an nuevos tipos de p�olizas
o planes de salud, identi�caci�on de clientes con reclamaciones fraudulentas,
identi�caci�on de clientes morosos.

1.2. Algunos ejemplos de aplicaciones

En esta secci�on presentamos algunos ejemplos que requieren la aplicaci�on de
metodolog��a estad��stica.

1.2.1. Ecolog��a: estimaci�on del tama~no y el �area de distribu-
ci�on de la poblaci�on

Para recuperar las zonas devastadas por la deforestaci�on y la ocupaci�on por el
ganado en Brasil, se cre�o un proyecto de reforestaci�on cuyo objetivo es sembrar
semillas de tres plantas aut�octonas en la zona devastada. Sin embargo, al tratarse
de un proyecto piloto, requiere un seguimiento del desarrollo de las plantas para
veri�car el �exito del proyecto y adoptar medidas de mejora en caso necesario. El
equipo necesita estimaciones en relaci�on con las preguntas:

1. >Cu�antas especies se han desarrollado?

2. >Cu�antas pl�antulas de cada especie han nacido?

3. >C�omo se est�an desarrollando las plantas que han nacido?

Para responder a estas preguntas, los investigadores planean llevar a cabo un
muestreo para obtener datos que les ayuden a evaluar la situaci�on. En la plani�caci�on
hay que responder a algunas particularidades.

C�omo se adquieren los datos:
Conociendo la regi�on en la que se plantaron las semillas y la forma en que se

sembraron, creen que en �areas de 3 metros � 3 metros tendr�an una estimaci�on de
cu�antas plantas de cada especie se han desarrollado. As�� pues, la unidad de muestreo
adoptada ser�a de 9 metros2.
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Por la extensi�on de la zona, deciden que se considerar�an 53 unidades de muestreo.
Para que no in
uya el investigador y para preservar la aleatoriedad necesaria, estas
unidades se delimitar�an previamente en un mapa y luego se localizar�an sobre el
terreno, con la ayuda de un GPS (del ingl�es Global Positioning System).

Qu�e variables se muestrear�an:
Para responder a las dos primeras preguntas, basta con distinguir las especies que

se han desarrollado y contarlas. Para responder a la tercera pregunta, es necesario
observar otras variables. Entre las muchas variables posibles, llegaron a la conclusi�on
de que la siguiente informaci�on bastar��a para caracterizar el desarrollo de las plantas:

Altura media de las plantas;

N�umero promedio de ramas desarrolladas;

Coloraci�on m�as com�un y en cu�antas plantas se produjo;

Existencia de enfermedades.

Para determinar la altura media de las plantas, se decidi�o tomar de 0 a 5 medidas
en cada �area (menos de 5 solo cuando no hay 5 en el �area), seg�un la disponibilidad
de plantas, y luego se obtiene el valor promedio.

Ya se conoce la escala de colores de las hojas de cada especie y, a partir de ella,
se anota el color m�as com�un de la especie y el n�umero de plantas donde se da.

Algunas especies tienen la caracter��stica de rami�carse desde el principio de su
vida. Para esas especies consideraremos de 0 a 5 plantas por zona (menos de 5 solo
cuando no haya 5 en la zona) y contaremos el n�umero de ramas de cada una para
obtener la media.

La existencia de enfermedades solo se indicar�a con 0 o 1, donde 0 indica au-
sencia de enfermedad y 1 indica presencia de enfermedad, sin tener en cuenta qu�e
enfermedades y cu�antas aparecen.

Una vez realizada la plani�caci�on, hay que obtener los datos y disponer de ellos
para su an�alisis. En el Cuadro 1.1 presentamos algunos de los resultados.

Los resultados ser�an convertidos al �area total, ya que los valores presentados en
el Cuadro 1.1 se re�eren a �areas de 9 metros2.

1.2.2. Medicina: estudio del SIDA

El estudio de la epidemia del S��ndrome de Inmunode�ciencia Adquirida (SIDA)
es un �area de intensa investigaci�on. El objetivo principal de la mayor��a de los tra-
bajos en esta �area es evaluar la vida �util de los pacientes que se someten a un
determinado tratamiento. Un estudio fue realizado por la profesora Denise Utsch
Gon�calves, del Departamento de Oftalmolog��a y Otorrinolaringolog��a de la Facultad
de Medicina de la Universidad Federal de Minas Gerais, en Brasil, y se interes�o por
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Cuadro 1.1: Datos de reforestaci�on en un �area deforestada del cerrado brasile~no.

Unidades de Muestreo
Esp�ecies Variables 1 2 3 4 5 6 7 8 9 � � � 53

Cant. 0 4 2 0 2 0 0 2 0 � � � 0
Araticum- Altura - 23,50 19,45 - 34,60 - - 25,10 - � � � -

do- Ramas - 2,50 3,00 - 3,00 - - 2,50 - � � � -
cerrado Color - 1 2 - 2 - - 2 - � � � -

Enfermedad - 0 0 - 1 - - 1 - � � � -
Cant. 3 0 1 2 1 0 4 0 0 � � � 2

Altura 12,45 - 16,05 15,35 17,90 - 15,30 - - � � � 13,70
Pequi Ramas 2,67 - 3,00 2,50 4,00 - 3,50 - - � � � 3,00

Color 2 - 1 1 1 - 1 - - � � � 2
Enfermedad 1 - 0 0 0 - 0 - - � � � 1

Cant. 0 0 2 3 2 0 0 1 1 � � � 2
Altura - - 14,76 15,60 27,90 - - 15,70 17,90 � � � 19,50

Copa��ba Ramas - - 1,50 2,67 2,00 - - 3,00 2,00 � � � 3,00
Color - - 2 1 - - 1 1 � � � 1

Enfermedad - - 0 0 0 - - 1 0 � � � 0
Fuente: Datos �cticios.

la ocurrencia de manifestaciones otorrinolaringol�ogicas en pacientes VIH positivos.
El inter�es principal del estudio es veri�car la hip�otesis de que la infecci�on por el
virus de la inmunode�ciencia humana (VIH) aumenta el riesgo de sinusitis.

En este estudio, se utiliz�o informaci�on de 91 pacientes VIH positivos y 21 VIH
negativos. Estos individuos fueron seguidos durante 24 meses y su clasi�caci�on sigui�o
los criterios especi�cados por los Centers for Disease Control - CDC, 1987, siendo
clasi�cados como:

VIH seronegativo - no tienen el virus del VIH;

VIH seropositivo asintom�atico - tienen el virus pero no han desarrollado el
cuadro cl��nico del SIDA;

ARC - tienen baja inmunidad y otros indicadores cl��nicos que preceden al
cuadro cl��nico del VIH;

VIH - ya han desarrollado infecciones oportunistas que de�nen el SIDA.

En cada visita trimestral se reevalu�o la clasi�caci�on del paciente.
Otro objetivo del estudio fue identi�car grupos de riesgo para la sinusitis. Los

principales factores de riesgo incluidos se enumeran en el Cuadro 1.2.
Se observaron la duraci�on de la estancia del individuo en cada grupo y las co-

variables anteriores. El Cuadro 1.3 presenta los datos observados para 9 de los 112
pacientes. Para datos completos, ver Colosimo y Giolo (2006).

1.2.3. Pol��tica: intenciones de voto en una elecci�on

Cada vez que Brasil est�a en campa~na pol��tica, los organismos de investigaci�on
trabajan en un intento de predecir los resultados de las pr�oximas elecciones. A nivel
nacional, las encuestas suelen realizarse en algunas capitales con un determinado
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Cuadro 1.2: Covariables medidas en el estudio de la aparici�on de sinusitis.

Edad Medida en a~nos
Sexo 0 - Masculino

1 - Femenino
Grupo de riesgo 1 - Paciente VIH seronegativo

2 - Paciente VIH seropositivo asintom�atico
3 - Paciente con ARC
4 - Paciente con SIDA

Actividad sexual 1 - Homosexual
2 - Bisexual
3 - Heterosexual

Uso de drogas 1 - S��
inyectables 2 - No
Uso de coca��na 1 - S��
por aspiraci�on 2 - No

Fuente: Colosimo y Giolo (2006).

Cuadro 1.3: Datos de pacientes con sinusitis en relaci�on con el virus del SIDA.

pac ed sex grp ti tf ac cd4 cd8 as ud
1 31 0 4 0,0 0,0 2 NA NA 3 2
2 22 1 2 0,0 378,0 2 132,0 715,0 3 2
3 32 0 4 0,0 84,0 2 75,0 315,0 3 2
4 36 0 2 0,0 109,0 2 NA NA 3 2
5 34 0 2 0,0 134,0 NA NA NA NA NA
23 NA 0 2 0,0 471,5 2 NA NA 1 2
23 NA 0 4 471,5 507,0 2 NA NA 1 2
24 34 1 3 0,0 141,5 2 5,0 200,0 3 2
24 34 1 4 141,5 244,5 2 5,0 200,0 3 2
25 31 0 4 0,0 49,0 2 NA NA 1 1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

112 24 0 2 0,0 226,0 NA NA NA NA NA
pac = paciente; ed = edad (a~nos); sex = sexo, grp = grupo de riesgo; ti = tiempo inicial;
tf = tiempo �nal en el grupo; ac = aspira coca��na; cd4 = conteo de CD4;
cd8 = conteo de CD8; as = actividad sexual; ud = uso de drogas injectables; y
NA = valor no observado.
Fuente: Colosimo y Giolo (2006).
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n�umero de votantes. Este n�umero de votantes consultados est�a relacionado con el
n�umero de votantes que tiene el pa��s y el porcentaje de error permitido para la
encuesta.

Sin embargo, al realizar una encuesta entre los candidatos A, B y C a la pre-
sidencia de la Rep�ublica, los organismos de investigaci�on pueden estar interesados
en caracterizar el per�l de votante de cada candidato. De esta forma, no solo se le
preguntar�a al votante entrevistado por qu�e candidato votar�a, sino que tambi�en se
recabar�a de �el alguna informaci�on que lo describa.

En la encuesta de intenci�on de voto, se le puede pedir al entrevistado que mani-
�este su intenci�on o que elija una entre las posibles.

Con el objetivo de caracterizar al votante de cada candidato, se determin�o que
se debe recolectar informaci�on referente al nivel escolar, sexo, nivel socio-econ�omico,
regi�on y edad (ver Cuadro 1.4).

Cuadro 1.4: Covariables consideradas en la encuesta de intenci�on de voto.

Edad Medida en a~nos
Estado Nombre del estado en el cual reside
Sexo 1 - Masculino

2 - Femenino
Grado escolar 1 - Primaria incompleta

2 - Primer grado completo
3 - Secundaria incompleta
4 - Escuela secundaria completa
5 - Superior incompleta
6 - Superior completa

Clase econ�omica 1 - Clase A
2 - Clase B
3 - Clase C

Consideremos que la encuesta fue aplicada en 18 estados de Brasil, totalizando
4.105 votantes. La base de datos con el resultado de la b�usqueda se puede presentar
como en el Cuadro 1.5.
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Cuadro 1.5: Datos de la encuesta electoral para Presidente de la Rep�ublica.

elector candidato sex ed gri nse estado
1 A 1 20 3 1 SP
2 B 1 22 3 2 PR
3 NA 1 35 5 3 ES
4 A 2 65 1 2 AL
5 B 1 45 2 1 MA
6 C 2 36 2 3 SP
7 C 2 54 3 2 SP
8 A 1 36 4 3 SP
9 C 1 42 1 3 RJ
10 BLANCO 2 18 2 3 RS
11 C 1 22 6 1 RN
12 NA 2 21 2 2 MA
13 NULO 2 44 4 2 RJ
14 A 2 23 5 3 RJ
15 C 1 43 3 3 SP
...

...
...

...
...

...
...

4.105 C 2 NA 3 1 PR
candidato = candidato elegido (A, B o C); NA (indeciso o no respondi�o);
BLANCO (voto en blanco); NULO (voto nulo); sex = sexo; ed = edad (a~nos);
gri = grado de instrucci�on; nse = nivel socioecon�omico; estado = estado.
Fuente: Datos �cticios.

1.2.4. Investigaci�on de mercado: lanzamiento de un nuevo
producto

El gerente de una f�abrica de desinfectantes pretende realizar un estudio de mer-
cado de un nuevo producto que quiere lanzar, con el �n de estimar el porcentaje de
potenciales consumidores.

Inicialmente se pretende vender en la regi�on de Atacama para luego expandirse
a otras regiones de Chile. Se recolect�o una muestra de 300 familias, de las cuales
se obtuvo la siguiente informaci�on: existencia de inter�es en comprar el producto,
cantidad de uso mensual e ingreso familiar mensual (ver Cuadro 1.6).

En este ejemplo tenemos:
Poblaci�on: conjunto de todas las familias que viven en la regi�on de Atacama.
Muestra: conjunto de algunas de estas familias que fueron cuestionadas por la

empresa.
Problema: obtener una estimaci�on del n�umero de compradores del nuevo desin-

fectante en la poblaci�on.

1.2.5. Control de calidad: defecto de tornillos

En una f�abrica de tornillos se pretende que el porcentaje de piezas defectuosas (se
considera defectuosa, por ejemplo, cuando el di�ametro es superior a 6 mil��metros)
no supere un valor determinado. Cada 2 horas se selecciona una muestra de 50
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Cuadro 1.6: Datos sobre la intenci�on de compra del nuevo desinfectante.

Ingreso familiar mensual
Fam��lia Intenci�on de compra Cantidad mensual de uso (en miles de pesos chilenos)

1 s�� 2 1.375
2 no 3 1.600
3 s�� 4 2.050
4 s�� 6 2.250
5 no 1 875
6 no 2 1.150
7 s�� 3 1.450
8 s�� 4 1.400
...

...
...

...
300 no 2 1.100

Fuente: Datos �cticios.

tornillos (ver ejemplo en Cuadro 1.7). Despu�es de tomar la medida, se realizan
pruebas estad��sticas para veri�car que las medidas (en mil��metros, mm) est�an dentro
del est�andar especi�cado. Si no lo est�an, se detiene la producci�on y se regula la
m�aquina.

En este ejemplo, tenemos:
Poblaci�on: conjunto de todos los tornillos fabricados.
Muestra: conjunto de tornillos elegidos al azar del lote producido.
Problema: estimar el porcentaje de defectuosos en toda la producci�on.

Cuadro 1.7: Muestra de un juego de tornillos.

Tornillo Medici�on del di�ametro (en mm)
1 6,01
2 5,99
3 6,00
4 5,98
5 6,02
6 5,99
7 5,96
8 5,99
...

...
50 5,98

Fuente: Datos �cticios.

1.3. Introducci�on al software R

En esta secci�on presentaremos algunos conceptos b�asicos para la manipulaci�on
de datos en el software R (R Core). R es un software gratuito orientado a la compu-
taci�on estad��stica y gr�a�ca. Est�a disponible para una amplia variedad de plataformas
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(Linux, Windows y Mac OS X) y se puede descargar f�acilmente desde el sitio web:
https://cran.r-project.org. Los algoritmos se implementan a trav�es de l��neas
de comando que se pueden ingresar directamente en la consola de R o mediante
alg�un editor de texto, como RStudio.

Una forma sencilla de crear un objeto \x" que contiene el valor 11 es:

> x<-11 # o de forma an�aloga: x=11.

Note que \#" se usa para agregar comentarios, por lo que cualquier texto o l��nea
de comando que se encuentre a la derecha no ser�a interpretado por el programa.
Para ver el elemento \x" creado, solo debemos insertar \x" en la pantalla y apretar
la tecla Enter.

> x
[1] 11

En el transcurso de los siguientes cap��tulos, los comandos que contienen el s��mbo-
lo \>" indicar�an que fueron ejecutados en R y se acompa~nar�an de los respectivos
resultados de inter�es. Los siguientes ejemplos ilustran la sintaxis b�asica del lenguaje
R:

> (3^2)/2+7*exp(3)-1 # operaciones algebraicas
[1] 144.0988
> x<-c(1,2,3,4,5) # crea un vector con 5 elementos
> x
[1] 1 2 3 4 5
> y<-seq(1,5,0.5) # crea una secuencia de valores de 1 a 5 con

intervalos de 0,5
> y
[1] 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
> length(y) # retorna la longitud del vector y
[1] 9

En R hay varias funciones espec���cas, as�� como paquetes expandibles disponibles
para realizar diferentes c�alculos estad��sticos y construir gr�a�cos. A lo largo de este
libro presentaremos, de manera conjunta, los conceptos de estad��stica b�asica y sus
respectivos algoritmos.
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Cap��tulo 2

Elementos de probabilidad

Resumen del cap��tulo: El conocimiento de los conceptos y teoremas b�asicos
del c�alculo de probabilidades es indispensable para el estudio de la Estad��stica Induc-
tiva o Inferencial. En este cap��tulo se introducen las nociones de variable aleatoria
y las principales distribuciones de probabilidad discretas y continuas, junto con sus
propiedades y particularidades.

Objetivos: Proporcionar una visi�on amplia de las aplicaciones de los principales
modelos probabil��sticos discretos y continuos en un contexto pr�actico y espec���co.

2.1. Introducci�on

El origen y desarrollo de la teor��a de la probabilidad se encuentra en los
juegos de azar, en torno al siglo XVII. En la Francia de la d�ecada de 1650, por
ejemplo, los juegos de azar se consideraban una pr�actica com�un y elegante. Como
implicaban enormes cantidades de dinero, en apuestas en establecimientos de juego,
surgi�o la necesidad de desarrollar una metodolog��a racional para calcular los riesgos
de los jugadores en los diversos juegos de dados, cartas, entre otros. Por esta raz�on,
los apostadores ricos, consultando a famosos matem�aticos de la �epoca, utilizaron
los conocimientos de la teor��a de las probabilidades para elaborar estrategias de
apuestas. Incluso hoy en d��a, existen varias aplicaciones relacionadas con los juegos
de azar, como los numerosos tipos de loter��as, carreras de caballos, casinos, entre
otros (Gomes & Monteiro, 2003).

Gobiernos, empresas y organizaciones profesionales incorporan la teor��a de
las probabilidades en sus procesos de decisi�on, ya que ayuda a desarrollar estrate-
gias. Pero independientemente de cu�al sea la aplicaci�on, el uso de probabilidades
indica la existencia de un elemento de incertidumbre en cuanto a la ocurrencia o no
de un evento futuro, permitiendo cuanti�car cu�an probable es la ocurrencia de un
determinado evento (Medronho et al., 2002).
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Todos los d��as nos encontramos con varias situaciones que nos llevan a utilizar
intuitivamente la noci�on de probabilidad. Por ejemplo:

Decimos que existe una alta probabilidad de que el conductor se encuentre con
tr�a�co al pasar por determinadas avenidas en hora punta;

El a�cionado de un equipo de f�utbol quiere saber la probabilidad de que su
equipo gane un partido o un campeonato;

El candidato pol��tico quiere saber qu�e probabilidades tiene de ser elegido.

En las situaciones anteriores, as�� como en otros casos de la vida cotidiana en las
diversas �areas del conocimiento, nos enfrentamos a fen�omenos no deterministas, ya
que no sabemos con certeza cu�ando ocurrir�a el evento de inter�es. Por ejemplo:

Cuando llegan el comienzo de la ma~nana, la hora de comer y el �nal de la
tarde, decimos que habr�a congesti�on de tr�a�co, porque la experiencia nos dice
que a esas horas es habitual que el tr�a�co sea denso y lento;

Cuando se disputa un partido de f�utbol, un equipo puede ganar, empatar o
perder en funci�on de cu�antos goles marca y cu�antos recibe;

Cuando un pol��tico decide presentarse a las elecciones, se desconoce el n�umero
de electores que le votar�an.

Todas estas situaciones pueden ser consideradas ejemplos de fen�omenos aleato-
rios, ya que, a diferencia de los fen�omenos deterministas, sus resultados no pueden
predecirse con antelaci�on y exactitud.

La teor��a de la probabilidad se ocupa del estudio de modelos matem�aticos especia-
les, llamados modelos probabil��sticos, para explicar/describir fen�omenos aleatorios.

Ciertos conocimientos probabil��sticos son esenciales para que el investigador pue-
da interpretar correctamente los resultados de los an�alisis estad��sticos. Por ejemplo,
cuando se pretende hacer una inferencia estad��stica, es decir, extraer conclusiones
sobre un gran conjunto de elementos (poblaci�on) bas�andose solo en una parte de
ella (muestra), es la probabilidad la que permite cuanti�car la incertidumbre exis-
tente al pasar de lo particular a lo general, cuanti�cando el error cometido al tomar
decisiones.

Para de�nir el concepto de probabilidad, introduciremos algunos conceptos y
nociones b�asicas.

2.2. Conceptos b�asicos

Muchos fen�omenos tienen la propiedad de conducir invariablemente al mis-
mo resultado si se repiten en condiciones iguales y espec���cas. Consideremos los
siguientes experimentos:
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1. Ca��da libre vertical de un cuerpo s�olido;

2. Calentar el agua contenida en una cazuela.

Conociendo ciertas condiciones, podemos predecir a qu�e velocidad el cuerpo s�oli-
do llegar�a al suelo y a qu�e temperatura hervir�a el agua. Los experimentos cuyos
resultados pueden predecirse, es decir, se pueden determinar incluso antes de reali-
zarlos, se denominan experimentos deterministas.

Imaginemos ahora lo siguiente: la cara que sale hacia arriba cuando lanzamos
una moneda depende evidentemente de su posici�on inicial y de todo el movimiento
que describe hasta que se detiene. La expresi�on matem�atica de la ley del movimiento
depende de varios factores, como el impulso inicial, la super�cie de la moneda que
golpea primero la super�cie de contacto, las posibles irregularidades de la super�cie,
etc. En la pr�actica, todos estos factores hacen imposible saber qu�e cara de la moneda
quedar�a hacia arriba despu�es de cada lanzamiento.

Sin embargo, si admitimos que la moneda est�a hecha de un material homog�eneo,
no tenemos ninguna raz�on para creer que una cara tendr�a m�as ventaja para ser
seleccionada que la otra. Esta \creencia" puede traducirse en el siguiente modelo
probabil��stico:

Imagen de la cara hacia arriba Cara Sello
Probabilidad 1=2 1=2

El hecho de admitir este modelo de probabilidad para la imagen de la cara que
mira hacia arriba al lanzar una moneda, tambi�en nos permite construir modelos
para experimentos m�as elaborados, como por ejemplo, involucrando consecutivos
lanzamientos de una moneda o el lanzamiento simult�aneo de varias monedas.

Considere tambi�en los siguientes experimentos:

1. Nacimiento de un bebe;

2. Lanzar un dado normal y leer el n�umero de puntos en la cara que mira arriba;

3. Lanzar una moneda y leer la imagen de la cara que mira arriba;

4. Sacar una carta de una baraja normal;

5. Altura (en cent��metros, cm) de una persona extra��da de la poblaci�on;

6. Peso (en gramos, g) de un reci�en nacido.

Si estos experimentos se repiten varias veces, en las mismas condiciones, no
podemos predecir sus resultados. Los experimentos que, repetidos varias veces en
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las mismas condiciones, presentan resultados diferentes, por lo que es imposible
predecir los resultados l�ogicamente, se denominan experimentos aleatorios.

Un experimento aleatorio tiene las siguientes caracter��sticas fundamentales:

Puede repetirse varias veces en las mismas condiciones;

Se conoce el conjunto que contiene todos los resultados posibles;

No es posible predecir cu�al ser�a el resultado.

Los experimentos aleatorios obedecen a la \ley del azar". Como no es posible
predecir el resultado, tratamos de descubrir las posibilidades de ocurrencia de cada
experimento aleatorio. La teor��a de la probabilidad estudia formas de establecer la
probabilidad de que ocurra cada resultado de un experimento aleatorio.

Espacio muestral y evento

Dado que los experimentos aleatorios, repetidos en las mismas mismas condicio-
nes, producen resultados diferentes, entonces cada experimento aleatorio se asocia
con un espacio muestral, es decir, el conjunto de todos los resultados posibles del
experimento y se denota por la letra griega 
. El espacio muestral 
 se denomina
discreto si es �nito o in�nito enumerable, como es el caso de los experimentos 1
a 4; y se denomina continuo si es in�nito no enumerable, es decir, procedente de
medidas, como es el caso de los experimentos 5 y 6. Cada subconjunto del espacio
muestral se denomina evento y se denota con letras may�usculas de nuestro alfabeto.

Ejemplos de espacio muestral

Considere los siguientes experimentos:

1. En el lanzamiento de una moneda, tenemos que el espacio muestral es:


 = fc; sg , por lo que c = cara y s = sello:

2. En lanzamientos independientes de una moneda hasta la primera cara, tenemos
el siguiente espacio muestral:


 = fc; (s; c) ; (s; s; c) ; (s; s; s; c) ; : : : ; (s; s; : : : ; s; c) ; : : :g ;

donde el n�umero de sellos es 0; 1; 2; : : :.

3. Observar el n�umero de veh��culos que pasan por una cabina de peaje, durante
1 hora, tenemos el siguiente espacio muestral:


 = f0; 1; 2; : : :g :
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4. Observando la cara hacia arriba de un dado despu�es de haber sido lanzado,
tenemos


 = f1; 2; 3; 4; 5; 6g :

5. Al lanzar dos dados, tenemos:


 =

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

(1; 1) ; (2; 1) ; (3; 1) ; (4; 1) ; (5; 1) ; (6; 1)
(1; 2) ; (2; 2) ; (3; 2) ; (4; 2) ; (5; 2) ; (6; 2)
(1; 3) ; (2; 3) ; (3; 3) ; (4; 3) ; (5; 3) ; (6; 3)
(1; 4) ; (2; 4) ; (3; 4) ; (4; 4) ; (5; 4) ; (6; 4)
(1; 5) ; (2; 5) ; (3; 5) ; (4; 5) ; (5; 5) ; (6; 5)
(1; 6) ; (2; 6) ; (3; 6) ; (4; 6) ; (5; 6) ; (6; 6)

9
>>>>>>>=

>>>>>>>;

:

Ejemplo 1. Considere tirar un dado y observe la cara hacia arriba. Tenemos, en-
tonces, que: 
 = f1; 2; 3; 4; 5; 6g. Ahora, considere los siguientes eventos:

Evento A: \Ocurre una cara par";
Evento B: \Ocurre una cara menor o igual a 3";
Evento C: \Ocurre una cara impar";
Evento D: \Ocurre una cara mayor que 5";
Evento E: \Ocurre una cara mayor que 20";
Evento F: \Ocurre una cara mayor o igual a 1 y menor o igual a 6".

Entonces, tenemos lo siguiente:
A = f2; 4; 6g;
B = f1; 2; 3g;
C = f1; 3; 5g;
D = f6g;
E = fg = ;;
F = f1; 2; 3; 4; 5; 6g = 
.

El evento E es llamado de evento imposible y el evento F es llamado de evento
cierto.

Los eventos anteriores se pueden representar gr�a�camente, como en la siguiente
�gura, donde tenemos el evento C.

Conjuntos
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La teor��a de conjuntos es una rama de las matem�aticas bastante �util en el estudio
probabil��stico de eventos, ya que estos no son m�as que subconjuntos de un espacio
muestral. Consideremos un espacio muestral �nito dado por:


 = f! 1; ! 2; : : : ; ! ng :

Sean A y B dos eventos de 
. Tenemos tres operaciones b�asicas con eventos
aleatorios: uni�on, intersecci�on y complemento.

Uni�on: El evento de uni�on est�a formado por los puntos muestrales ! que perte-
necen al menos a uno de los eventos A y B.

De�nici�on 1. A [ B = f! 2 
 : ! 2 A o ! 2 Bg.

Intersecci�on: el evento intersecci�on es constituido por los puntos muestrales !
que pertenecen simult�aneamente a los eventos A y B.

De�nici�on 2. A \ B = f! 2 
 : ! 2 A y ! 2 Bg.

Complemento: el evento complemento es formado por los puntos muestrales !
que no pertenecen al evento en cuesti�on.

De�nici�on 3. A c = 
 � A = f! 2 
 : ! =2 Ag.
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Ejemplo 2. En el ejemplo anterior, con respecto al lanzamiento de un dado, se tiene:

 = f1; 2; 3; 4; 5; 6g. Considerando los eventos encontrados, vamos a determinar los
siguientes eventos:

A [ B ; A \ B ; A [ C ; A \ C ; B [ C ; B \ C ;
A [ D ; A \ D ; A [ E ; A \ E ; A c ; (B [ C) c.

Tenemos que:

A [ B = f1; 2; 3; 4; 6g;
A \ B = f2g;
A [ C = f1; 2; 3; 4; 5; 6g = 
;
A \ C = fg = ;;
B [ C = f1; 2; 3; 5g;
B \ C = f1; 3g;
A [ D = f2; 4; 6g = A;
A \ D = f6g;
A [ E = f2; 4; 6g = A;
A \ E = fg = ;;
Ac = f1; 3; 5g;
(B [ C) c = f4; 6g.

Con base en las tres operaciones b�asicas de los conjuntos, siguen las siguientes
propiedades:

Idempotencia A [ A = A A \ A = A
Conmutatividad A [ B = B [ A A \ B = B \ A
Asociatividad A [ (B [ C) = (A [ B) [ C A \ (B \ C) = (A \ B) \ C
Distributividad A [ (B \ C) = (A [ B) \ (A [ C) A \ (B [ C) = (A \ B) [ (A \ C)
Absorci�on A [ (A \ B) = A A \ (A [ B) = A
Identidad A [ 
 = 
 A \ 
 = A

A [ ; = A A \ ; = ;
Complementar 
 c = ; ; c = 


A \ A c = ; A [ A c = 

(A c)c = A

Leyes de Morgan (A \ B) c = A c [ B c (A [ B) c = A c \ B c

Ejemplo 3. Un n�umero, entre los n�umeros de 1 a 10, es seleccionado al azar.
Considere los eventos:

A : \El n�umero seleccionado es m�ultiplo de 3";
B : \El n�umero seleccionado es par".
Describir los siguientes eventos:
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a) A \ B b) A [ B c) A \ B c d) A c \ B

Soluci�on: Tenemos que el espacio muestral es: 
 = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10g.
Entonces, los eventos A y B est�an dados por:

A = f3; 6; 9g y B = f2; 4; 6; 8; 10g :

As��, tenemos:
a) A \ B = f6g.
b) A [ B = f2; 3; 4; 6; 8; 9; 10g.
c) A \ B c = A � B = f3; 9g.
d) A c \ B = B � A = f2; 4; 8; 10g.

Haciendo el diagrama de Venn, tenemos:

Ejemplo 4. Se lanzan tres monedas al mismo tiempo. De�na el espacio muestral y
los eventos a continuaci�on:

A : \Caras iguales";
B : \Cara en la 1a moneda";
C : \Sello en la 1a y en la 2a monedas".

Soluci�on: El espacio muestral 
 est�a dado por:


 = f(c; c; c) ; (c; c; s) ; (c; s; c) ; (c; s; s) ; (s; c; c) ; (s; c; s) ; (s; s; c) ; (s; s; s)g ;

en que c = cara y s = sello. Entonces, tenemos los eventos A, B y C:
A = f(c; c; c) ; (s; s; s)g;
B = f(c; c; c) ; (c; c; s) ; (c; s; c) ; (c; s; s)g;
C = f(s; s; c) ; (s; s; s)g.
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Ejemplo 5. Considere un experimento que consiste en investigar familias con cuatro
hijos seg�un su g�enero y orden de nacimiento. De�na el espacio muestral y los eventos
a continuaci�on:

A : \Ocurrencia de dos hijos del sexo femenino";
B : \Ocurrencia de por lo menos un hijo del sexo femenino";
C : \Ocurrencia de a lo m�as tres hijos del sexo masculino".

Soluci�on: El espacio muestral 
 est�a dado por:


 = f(0; 0; 0; 0); (1; 0; 0; 0); (0; 1; 0; 0); (0; 0; 1; 0); (0; 0; 0; 1); (1; 1; 0; 0); (1; 0; 1; 0);

(1; 0; 0; 1); (0; 1; 1; 0); (0; 1; 0; 1); (0; 0; 1; 1); (1; 1; 1; 0); (1; 1; 0; 1); (1; 0; 1; 1);

(0; 1; 1; 1); (1; 1; 1; 1)g;

donde 0 = masc y 1 = fem. Entonces, tenemos los eventos A, B y C:

A = f(1; 1; 0; 0); (1; 0; 1; 0); (1; 0; 0; 1); (0; 1; 1; 0); (0; 1; 0; 1); (0; 0; 1; 1)g;

B = f(1; 0; 0; 0); (0; 1; 0; 0); (0; 0; 1; 0); (0; 0; 0; 1); (1; 1; 0; 0); (1; 0; 1; 0); (1; 0; 0; 1);

(0; 1; 1; 0); (0; 1; 0; 1); (0; 0; 1; 1); (1; 1; 1; 0); (1; 1; 0; 1); (1; 0; 1; 1); (0; 1; 1; 1);

(1; 1; 1; 1)g o B = 
 � f(0; 0; 0; 0)g ;

C = f(1; 0; 0; 0); (0; 1; 0; 0); (0; 0; 1; 0); (0; 0; 0; 1); (1; 1; 0; 0); (1; 0; 1; 0); (1; 0; 0; 1);

(0; 1; 1; 0); (0; 1; 0; 1); (0; 0; 1; 1); (1; 1; 1; 0); (1; 1; 0; 1); (1; 0; 1; 1); (0; 1; 1; 1);

(1; 1; 1; 1)g o C = 
 � f(0; 0; 0; 0)g :

2.3. Probabilidad: de�niciones

La probabilidad es la posibilidad, oportunidad o medida de ocurrencia de un
evento dado. Este evento est�a contenido en un espacio muestral que, a su vez, est�a
asociado con alg�un experimento aleatorio. La probabilidad solo puede asumir valores
entre 0 y 1, incluidos los extremos, y un evento que nunca ocurrir�a tiene probabilidad
0 (evento imposible) y un evento que seguramente ocurrir�a tiene probabilidad 1
(evento cierto).

Ahora considere las siguientes preguntas, que se re�eren a los tres enfoques dis-
tintos para calcular probabilidades:

1. >Cu�al es la probabilidad de sacar al azar una carta negra de una baraja normal?

2. >Cu�al es la probabilidad de que un votante pre�era un candidato o un partido
pol��tico a otro?

3. >Cu�al es la probabilidad de que un cosm�etico reci�en lanzado al mercado pro-
duzca �exito con los consumidores?
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En la primera pregunta, el enfoque se re�ere a la probabilidad cl�asica (te�orica
o previa), en la que la probabilidad de ocurrencia de un evento (en este caso, la carta
negra) asociada a un experimento aleatorio (extra��do, al azar, de una carta de una
baraja com�un) se basa en el conocimiento previo del proceso de observaci�on. En el
caso m�as simple, donde todos los resultados en el espacio muestral son igualmente
probables, la probabilidad de ocurrencia de un evento A de�nido sobre 
, denotada
por P (A), puede ser calculada por la siguiente f�ormula:

P (A) =
n�umero de casos favorables al evento A

n�umero total de elementos del espacio 

=

nA
n


;

donde:
nA : n�umero de resultados favorables a la ocurrencia del evento A;
n
 : n�umero total de resultados igualmente probables del espacio 
.
As�� que para la primera pregunta, la respuesta correcta es:

P (negra) =
26
52

=
1
2

= 0,5 o 50 %;

ya que hay 26 cartas negras en un mazo de cartas com�un de 52 cartas. El n�umero
de resultados favorables a la ocurrencia del evento y el n�umero total de resultados
posibles fueron obtenidos a partir de la composici�on del mazo com�un.

Con base en el valor de probabilidad encontrado, se puede decir que, si este ex-
perimento se repite un gran n�umero de veces, siempre con reemplazo de la carta
extra��da, despu�es de un tiempo la proporci�on de cartas negras extra��das se estabili-
zar�a alrededor de 0,5 (o 50 %).

En la segunda pregunta, el enfoque se re�ere a la probabilidad emp��rica o
frecuentista. La probabilidad de ocurrencia de un evento a�un se obtiene por la
relaci�on entre el n�umero de resultados favorables al evento y el n�umero total de
resultados, sin embargo estos dos resultados se basan en la observaci�on de datos de
encuestas y no en el conocimiento previo del proceso de observaci�on. Este tipo de
probabilidad podr��a referirse, por ejemplo, a la proporci�on de votantes que tienen
la intenci�on de votar por un determinado candidato (o partido pol��tico) sobre otro,
seg�un los datos recopilados durante el per��odo electoral.

Finalmente, la tercera pregunta hace referencia al enfoque de probabilidad sub-
jetiva. A diferencia de las dos situaciones anteriores, en las que la probabilidad se
calculaba de forma objetiva (es decir, con base en el conocimiento previo del proceso
de observaci�on o a partir de datos de investigaciones reales), la probabilidad subje-
tiva de que ocurra un determinado evento es asignada por un sujeto en particular.
Este tipo de probabilidad re
eja una creencia u opini�on personal y por lo tanto pue-
de variar de un individuo a otro. A modo de ejemplo, un perfumista puede atribuir
una probabilidad de aceptaci�on de su nueva fragancia entre los consumidores muy
diferente a la que le atribuye el comerciante que se plantea venderla. La probabilidad
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subjetiva es particularmente �util para tomar decisiones cuando no se puede calcular
usando de�niciones cl�asicas y emp��ricas.

Ejemplo 6. Al lanzar un dado balanceado (o \honesto"), observando el resultado
de la cara superior, calcule la probabilidad de ocurrencia de los siguientes eventos:

a) lado impar.
b) lado menor que 5.
c) lado impar o menor que 5.
d) lado menor que 5 y impar.

Soluci�on: En el espacio muestral 
 = f1; 2; 3; 4; 5; 6g, se tiene que:
a) P (lado impar) = P(f1; 3; 5g) = 3=6 = 0,5 o 50 %:
b) P (lado menor que 5) = P(f1; 2; 3; 4g) = 4=6 = 2=3 � 0,667 o 66,7 %:
c) P (lado impar o lado menor que 5) = P(f1; 2; 3; 4; 5g) = 5=6 � 0,833 o

83,3 %.
d) P (lado menor que 5 y lado impar) = P(f1; 3g) = 2=6 = 1=3 � 0,333 o

33,3 %:

Presentamos a continuaci�on la de�nici�on de probabilidad axiom�atica (axio-
mas de probabilidad o axiomas de Kolmogorov), propuesto por el matem�atico ruso
Andrey N. Kolmogorov en 1933.

De�nici�on 4. Probabilidad es la funci�on P que asocia a cada evento A de un es-
pacio muestral 
 un n�umero real perteneciente al intervalo [0; 1], satisfaciendo los
siguientes axiomas:

1) 0 � P (A) � 1;

2) P (
) = 1;

3) Si A1; A2; : : : es una sucesi�on de eventos mutuamente excluyentes, es decir,
A i \ A j = ;, i 6= j, entonces tenemos:

P

 
1[

i=1

A i

!

=
1X

i=1

P (A i ) :

Podemos veri�car que, si P (
) = 1, entonces P (;) = 0.

Partici�on de un espacio muestral

Sea el espacio muestral 
 seg�un el diagrama de abajo.
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De�nici�on 5. Decimos que los eventos A 1; A2; : : : ; An forman una partici�on del
espacio muestral 
 si:

1) A i 6= ;, i = 1; 2; : : : ; n;

2) A i \ A j = ;, 8i 6= j;

3)
nS

i=1
A i = 
.

Ejemplo 7. Una escuela privada ofrece cursos en franc�es e italiano, y los estudian-
tes deben matricularse en al menos uno de ellos. De los 45 alumnos de una secci�on,
10 decidieron estudiar franc�es e italiano. En franc�es, se matricularon 21 estudiantes.
Determine la probabilidad de un estudiante, sorteado al azar, est�e matriculado en:

a) Italiano.
b) Franc�es.
c) Italiano y franc�es.
d) Italiano o franc�es.
e) Apenas un de los cursos.

Soluci�on: Considere los siguientes eventos:
I : \El estudiante est�a matriculado en italiano";
F : \El estudiante est�a matriculado en franc�es";
I \ F : \El estudiante est�a matriculado en ambos cursos".

Por el diagrama de Venn, tenemos:
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a) La probabilidad de que un estudiante elegido al azar sea matriculado en el
curso de italiano es:

P (I) =
nI
n


=
34
45

� 0,7556:

b) La probabilidad de que un estudiante elegido al azar sea matriculado en el
curso de franc�es es:

P (F ) =
nF
n


=
21
45

=
7
15

� 0,4667:

c) La probabilidad de que un estudiante elegido al azar sea matriculado en los
cursos de italiano y franc�es es:

P (I \ F ) =
n (I \ F )

n

=

10
45

=
2
9

� 0,2222:

d) La probabilidad de que un estudiante elegido al azar sea matriculado en el
curso de italiano o franc�es es:

P (I [ F ) = P (I) + P (F ) � P (I \ F ) =
34
45

+
21
45

�
10
45

=
45
45

= 1:

e) La probabilidad de que un estudiante elegido al azar sea matriculado solamen-
te en uno de los cursos es:

P (F � I) + P (I � F ) =
11
45

+
24
45

=
35
45

=
7
9

� 0,7778:

2.4. Probabilidad condicional e independencia

Cuando dos o m�as eventos de un espacio muestral son tomados en cuenta
juntos, tiene sentido conjeturar si la ocurrencia de uno afecta la ocurrencia del otro.
En otras palabras, si tales eventos son independientes o no.

Sean A � 
 y B � 
, entonces la probabilidad condicional de A dado que B
ocurri�o est�a dada por:

P (A j B) =
P (A \ B)

P (B)
;

donde P (B) > 0. Se lee: \Probabilidad de A dado B".
Sean A � 
 y B � 
, entonces decimos que A es independiente de B si su

probabilidad condicional est�a dada por:

P (A j B) = P (A) :
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Ejemplo 8. Se lanzan tres monedas \honestas" simult�aneamente. Queremos com-
probar si los siguientes eventos son independientes:

A : \salga sello en la 1a moneda";
B : \salga cara en la 2a y 3a monedas".

Soluci�on: Tenemos que el espacio muestral para este experimento y los eventos
propuestos son:


 = f(c; c; c) ; (c; c; s) ; (c; s; c) ; (c; s; s) ; (s; c; c) ; (s; c; s) ; (s; s; c) ; (s; s; s)g
A = f(s; c; c) ; (s; c; s) ; (s; s; c) ; (s; s; s)g
B = f(c; c; c) ; (s; c; c)g
A \ B = f(s; c; c)g
As��,

P (A j B) =
P (A \ B)

P (B)
=

1
2

y P (A) =
4
8

=
1
2

.

Como P (A j B) = P (A), entonces A y B son dos eventos independientes.

Teorema de Probabilidad Total

Sean A1; A2; : : : ; An eventos que forman una partici�on del espacio muestral 
, y
sea B cualquier evento en ese espacio. Entonces tenemos:

P (B) =
nX

i=1

P (B j A i ) P (A i ) :

Esquem�aticamente, tenemos:

Ejemplo 9. Una urna contiene 4 bolas blancas y 2 bolas rojas. Una segunda urna
contiene 3 bolas blancas y 2 rojas. Se escoge una urna al azar y de ella se extrae una
bola, tambi�en al azar. >Cu�al es la probabilidad de que la bola extra��da sea blanca?

Soluci�on: Sean los eventos:
I : \La urna escogida es la urna I";
II : \La urna escogida es la urna II";
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B j I : \La bola es blanca dado que la urna escogida fue la I";
B j II : \La bola es blanca dado que la urna escogida fue la II";
B : \La bola retirada es blanca".

Las probabilidades respectivas son: P (I) =1
2 , P (II) = 1

2 , P (B j I) = 4
6 ,

P (B j II) = 3
5 . Entonces tenemos que la probabilidad P (B) est�a dada por:

P (B) =
nX

i=1

P (B j A i ) P (A i ) = P (B j I) P (I) + P (B j II) P (II)

=
4
6

�
1
2

+
3
5

�
1
2

=
2
6

+
3
10

=
38
60

=
19
30

:

Ejemplo 10. La urna I tiene 3 bolas blancas y 2 bolas verdes, la urna II tiene 6
bolas blancas y 3 bolas verdes, y la urna III tiene 2 bolas blancas y 3 bolas verdes.
Se elige una urna al azar. De esta urna tambi�en se extrae una bola al azar. >Cu�al
es la probabilidad de que la bola extra��da sea blanca? >Y cu�al es la probabilidad de
que la bola sea verde?

Soluci�on: Sean los eventos:
I : \La urna elegida es la urna I";
II : \La urna elegida es la urna II";
III : \La urna elegida es la urna III";
B j I : \La bola es blanca dado que la urna escogida fue la I";
B j II : \La bola es blanca dado que la urna escogida fue la II";
B j III : \La bola es blanca dado que la urna escogida fue la III";
V j I : \La bola es verde dado que la urna escogida fue la I";
V j II : \La bola es verde dado que la urna escogida fue la II";
V j III : \La bola es verde dado que la urna escogida fue la III";
B : \La bola retirada es blanca";
V : \La bola retirada es verde".

Las probabilidades respectivas son: P (I) = 1
3 , P (II) = 1

3 , P (III) = 1
3 ,

P (B j I) = 3
5 , P (B j II) = 6

9 , P (B j III) = 2
5 , P (V j I) = 2

5 , P (V j II) = 3
9 ,

P (V j III) = 3
5 . Entonces, tenemos que la probabilidad P (B) es dada por:

P (B) =
nX

i=1

P (B j A i ) P (A i )

= P (B j I) P (I) + P (B j II) P (II) + P (I) + P (B j III) P (III)

=
3
5

�
1
3

+
6
9

�
1
3

+
2
5

�
1
3

=
1
5

+
2
9

+
2
15

=
9 + 10 + 6

45
=

25
45

=
5
9

:
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y la probabilidad P (V ) es dada por:

P (V ) =
nX

i=1

P (B j A i ) P (A i )

= P (V j I) P (I) + P (V j II) P (II) + P (V j III) P (III)

=
2
5

�
1
3

+
3
9

�
1
3

+
3
5

�
1
3

=
2
15

+
1
9

+
1
5

=
6 + 5 + 9

45
=

20
45

=
4
9

:

Note que P (B) + P (V ) = 5
9 + 4

9 = 1.

Ejemplo 11. En una linea de producci�on de una determinada industria hay 4 m�aqui-
nas. La m�aquina I produce 1 % de piezas defectuosas, la m�aquina II produce 2 %,
la m�aquina III produce 1;5 % y la m�aquina IV produce 4 % de ��tems defectuosos.
Una pieza es escogida, al azar, de esa linea de producci�on. >Cu�al es la probabilidad
de que esa pieza sea defectuosa?

Soluci�on: Sean los eventos:
I : \La m�aquina escogida es la m�aquina I";
II : \La m�aquina escogida es la m�aquina II";
III : \La m�aquina escogida es la m�aquina III";
IV : \La m�aquina escogida es la m�aquina IV ";
D j I : \La pieza es defectuosa dado que fue producida por la m�aquina I";
D j II : \La pieza es defectuosa dado que fue producida por la m�aquina II";
D j III : \La pieza es defectuosa dado que fue producida por la m�aquina III";
D j IV : \La pieza es defectuosa dado que fue producida por la m�aquina IV ";
D : \La pieza escogida es defectuosa".

Las respectivas probabilidades son: P (I) = P (II) = P (III) = P (IV ) = 1
4 ,

P (D j I) = 1
100, P (D j II) = 2

100, P (D j III) = 15
1.000, P (D j IV ) = 4

100. De esta
forma, tenemos que la probabilidad P (D) est�a dada por:

P (D) =
nX

i=1

P (B j A i ) P (A i )

= P (D j I) P (I) + P (D j II) P (II)

+ P (D j III) P (III) + P (D j IV ) P (IV )

=
1

100
�

1
4

+
2

100
�

1
4

+
15

1.000
�

1
4

+
4

100
�

1
4

=
1

400
+

1
200

+
3

800
+

1
100

=
2 + 4 + 3 + 8

800
=

17
800

� 0,0213:
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Teorema de Bayes

Considere A1; A2; : : : ; An eventos que forman una partici�on del espacio muestral

 y que P (A i ) y P (B j A i ), i = 1; 2; : : : ; n, son conocidos. Entonces tenemos:

P (Ak j B) =
P (B j A k) P (A k)
nP

i=1
P (B j A i ) P (A i )

; k = 1; 2; : : : ; n.

Observaci�on: El Teorema de Bayes, tambi�en conocido como Teorema de Pro-
babilidad a Posteriori, relaciona una de las partes de la probabilidad total con su
propia probabilidad total (Correa, 2003).

Ejemplo 12. La urna I contiene 3 �chas verdes y 2 amarillas, y la urna II contiene
2 �chas verdes y 8 amarillas. Se lanza una moneda \honesta". Si sale cara, se retira
una �cha de la urna I; y si sale sello, se retira una �cha de la urna II. Una �cha
verde es retirada. >Cu�al es la probabilidad de que haya salido cara en el lanzamiento
de la moneda?

Soluci�on: Sean los eventos:
C : \Cara, esto es, la urna escogida es la urna I";
C : \Sello, esto es, la urna escogida es la urna II";
V j C : \La �cha retirada es verde dado que la urna I fue escogida";
V j C : \La �cha retirada es verde dado que la urna II fue escogida";
V : \La �cha retirada es verde".

Entonces tenemos las siguientes probabilidades: P (C) = P
�
C

�
= 1

2 , P (V j C) =
3
5 y P

�
V j C

�
= 2

10. Luego,

P (Ak j B) =
P (B j A k) P (A k)
nP

i=1
P (B j A i ) P (A i )

; k = 1; 2; : : : ; n:

P (C j V ) =
P (V j C) P (C)

P (V j C) P (C) + P
�
V j C

�
P

�
C

�

=
3
5 � 1

2
3
5 � 1

2 + 2
10 � 1

2

=
3
10

3
10 + 1

10

=
3
10

�
10
4

=
3
4

:

Ejemplo 13. (Control Estad��stico de Calidad). En una determinada empresa, la
m�aquina I produce 2 % de piezas defectuosas, la m�aquina II produce 3 %, la m�aquina
III produce 1;5 % y la m�aquina IV produce 5 % de ��tems defectuosos.

a) Se elige una pieza al azar de esta l��nea de producci�on. >Cu�al es la probabilidad
de que esta pieza sea defectuosa?

b) Dado que la pieza escogida es defectuosa, >cu�al es la probabilidad de que fue
producida por la m�aquina I, II, III y IV ?
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Soluci�on: Sean los eventos:
I : \La m�aquina elegida es la m�aquina I";
II : \La m�aquina elegida es la m�aquina II";
III : \La m�aquina elegida es la m�aquina III";
IV : \La m�aquina elegida es la m�aquina IV ";
D j I : \La pieza es defectuosa dado que fue producida por la m�aquina I";
D j II : \La pieza es defectuosa dado que fue producida por la m�aquina II";
D j III : \La pieza es defectuosa dado que fue producida por la m�aquina III";
D j IV : \La pieza es defectuosa dado que fue producida por la m�aquina IV ";
D : \La pieza escogida es defectuosa".

Las respectivas probabilidades son: P (I) = P (II) = P (III) = P (IV ) = 1
4 ,

P (D j I) = 2
100, P (D j II) = 3

100, P (D j III) = 15
1.000 y P (D j IV ) = 5

100.

Resolviendo la pregunta (a), tenemos que la probabilidad P (D) est�a dada por:

P (D) =
nX

i=1

P (B j A i ) P (A i )

= P (D j I) P (I) + P (D j II) P (II) + P (D j III) P (III) + P (D j IV ) P (IV )

=
2

100
�

1
4

+
3

100
�

1
4

+
15

1.000
�

1
4

+
5

100
�

1
4

=
2

400
+

3
400

+
15

4.000
+

5
400

=
23
800

= 0,02875 = 2,875 %:

Resolviendo la pregunta (b), tenemos:

P (A k j B) =
P (B j A k ) P (A k )
nP

i=1
P (B j A i ) P (A i )

; k = 1; 2; :::; n:

P (I j D) =
P (D j I) P (I)

P (D j I) P (I) + P (D j II) P (II) + P (D j III) P (III) + P (D j IV ) P (IV )

=
2

100 � 1
4

P (D)
=

0,005
0,02875

� 0,1739:

P (II j D) =
P (D j II) P (II)

P (D j I) P (I) + P (D j II) P (II) + P (D j III) P (III) + P (D j IV ) P (IV )

=
3

100 � 1
4

P (D)
=

0,0075
0,02875

� 0,2609:

P (III j D) =
P (D j III) P (III)

P (D j I) P (I) + P (D j II) P (II) + P (D j III) P (III) + P (D j IV ) P (IV )

=
15

1.000 � 1
4

P (D)
=

0,00375
0,02875

� 0,1304:

P (IV j D) =
P (D j IV ) P (IV )

P (D j I) P (I) + P (D j II) P (II) + P (D j III) P (III) + P (D j IV ) P (IV )

=
5

100 � 1
4

P (D)
=

0,0125
0,02875

� 0,4348:
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2.5. Variables aleatorias

Se dice que una variable es aleatoria cuando su valor se obtiene mediante
experimentaci�on u observaci�on, y cada posible valor del mismo est�a asociado con
una probabilidad de ocurrencia. Convencionalmente, una variable aleatoria se denota
con una letra may�uscula (por ejemplo, X, Y , Z y W) y los valores asumidos por
ella en min�usculas (por ejemplo, x, y, z y w).

Una variable aleatoria se de�ne como discreta si toma valores en puntos aislados
a lo largo de una escala (conjunto �nito o in�nito numerable de valores). Algunos
ejemplos son: n�umero de individuos portadores de determinada enfermedad, n�umero
de hijos por familia, n�umero de \caras" en 10 lanzamientos de una moneda, etc.

Una variable aleatoria es continua si asume cualquier valor a lo largo de un
intervalo (conjunto in�nito no numerable de valores). Algunos ejemplos son: tiempo
para que un determinado medicamento haga efecto, temperatura diaria, altura, etc.

Distribuciones de probabilidad discretas

La funci�on de probabilidad es una funci�on que asocia a cada valor xk , k = 1; 2; : : :,
de una variable aleatoria discreta X, su probabilidad de ocurrencia.

De�nici�on 6. Sea X una variable aleatoria discreta que toma los valores x1; x2; : : :.
Entonces la distribuci�on de probabilidad (o funci�on de probabilidad) de X tiene que
satisfacer:

i) 0 � P (X = x k) � 1, k = 1; 2; : : :;

ii)
1P

k=1
P (X = x k) = 1.

Ejemplo 14. Considere el lanzamiento de dos monedas \honestas" y sea X el
n�umero de \caras" obtenidas. Sabemos que el espacio muestral es dado por: 
 =
f(c; c) ; (c; k) ; (k; c) ; (k; k)g y, por lo tanto, la cantidad de caras que X puede asumir
es X = 0; 1; 2, tal que:

P (X = 0) = 1=4, P (X = 1) = 2=4 y P (X = 2) = 1=4.

Cada valor asociado a X tiene una probabilidad entre 0 y 1 y, si sumamos estas
tres probabilidades, obtenemos el valor 1.

Entre las principales distribuciones de probabilidad discretas destacan: Bernoulli,
binomial y Poisson. Tales distribuciones de probabilidad (o modelos) se describen
brevemente a continuaci�on.

Bernoulli: La variable aleatoria X de Bernoulli toma solo dos valores: 0, si
ocurre un \fracaso" (un resultado que no nos interesa); y 1, si se produce un
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\�exito" (resultado de inter�es). Si p, 0 < p < 1, representa la probabilidad de
\�exito", entonces su funci�on de probabilidad viene dada por:

P (X = x) = p x (1 � p) 1�x ; x = 0; 1:

Notaci�on: X � Bernoulli(p).

Binomial: La variable aleatoria X que cuenta el n�umero de \�exitos" obtenidos
en la realizaci�on de n experimentos de Bernoulli independientes y todos con
la misma probabilidad de \�exito" p, 0 < p < 1, es denominada binomial con
par�ametros n y p, y su funci�on de probabilidad est�a dada por:

P (X = x) =
�

n
x

�
px (1 � p) n�x ; x = 0; 1; : : : ; n:

Notaci�on: X � Binomial(n; p).

Poisson: Una variable aleatoria X tiene distribuci�on de Poisson con par�ametro
�, � > 0, si su funci�on de probabilidad est�a dada por:

P (X = x) =
e�� � x

x!
; x = 0; 1; 2; : : : ;

donde el par�ametro � indica la tasa de ocurrencia de eventos por unidad de
medida.

Notaci�on: X � Poisson(�).

El c�alculo de las probabilidades puntuales bajo las distribuciones discretas ante-
riores se puede realizar usando los siguientes comandos en R:

> dbinom(x, n, p) # C�alculo de P(X=x) sobre el modelo Binomial(n,p)
> dpois(x, lambda) # C�alculo de P(X=x) sobre el modelo Poisson(

lambda)

Ejemplo 15. En el ejemplo anterior, cada lanzamiento de moneda \honesta" repre-
senta un experimento de Bernoulli con probabilidad de \�exito" (en este caso, \�exito"
= ocurrencia de \cara") p = 1=2. Luego, la variable aleatoria Y de�nida como:

Y =
�

0, si ocurre \sello" en el lanzamiento de la moneda \honesta"
1, si ocurre \cara" en el lanzamiento de la moneda \honesta"

tiene una distribuci�on de Bernoulli con par�ametro p = 1=2, esto es, Y �
Bernoulli(1=2).

Por otro lado, la variable aleatoria X = \n�umero de `caras' obtenidas en dos
lanzamientos sucesivos e independientes de la moneda `honesta'" tiene distribuci�on
binomial con par�ametros n = 2 y p = 1=2, esto es, X � Binomial(2; 1=2).

31



Ejemplo 16. Sea la variable aleatoria X que denota el n�umero de clientes atendidos
por la caja de un banco en 1 hora. Es razonable modelar X por una distribuci�on de
Poisson con par�ametro � = 5 clientes atendidos/hora. As��, X � Poisson(5).

Si hay inter�es en calcular la probabilidad de que apenas 1 cliente sea atendido en
el periodo de 1 hora, esto puede ser realizado como sigue:

P (X = 1) =
e�5 51

1!
= 5e�5 � 0;0337:

> # C�odigo en R:
> dpois(1, 5)
[1] 0.03368973

Distribuciones de probabilidad continuas

Las variables aleatorias continuas se modelan/describen mediante funciones de
densidad de probabilidad.

De�nici�on 7. Decimos que f(x) es una funci�on de densidad de probabilidad para
una variable aleatoria continua X, si cumple las siguientes propiedades:

i) f (x) � 0, 8x 2 R;

ii)
R1

�1 f (x) dx = 1.

Es importante resaltar la diferencia entre el histograma (que no es m�as que la
distribuci�on de frecuencias de los datos y ser�a tratado en el siguiente cap��tulo) y la
curva de densidad. El histograma es una representaci�on gr�a�ca de la distribuci�on de
datos de una muestra extra��da de una poblaci�on, mientras que la curva de densidad
representa la distribuci�on te�orica que mejor se aproxima al histograma observado.
Cuando consideramos la curva trazada a trav�es de la parte superior de las barras del
histograma, tenemos una buena descripci�on del patr�on general de los datos (forma de
distribuci�on de los datos). Como se~nala Gomes & Lima (2012), la curva es un modelo
matem�atico para la distribuci�on, es decir, una descripci�on idealizada que brinda una
imagen concisa del patr�on general de los datos, ignorando irregularidades menores
as�� como cualquier valor at��pico. Veremos que es m�as f�acil trabajar con la curva
que con el histograma. La raz�on de esto es que el histograma depende de nuestra
elecci�on de clases, mientras que podemos usar, bajo ciertas condiciones, una curva
que no depende de las elecciones que hayamos hecho. Obviamente, ning�un conjunto
de datos reales se describe exactamente mediante una curva de densidad. La curva es
una aproximaci�on que es f�acil de usar y lo su�cientemente precisa para ser utilizada
en la pr�actica.

Ejemplo 17. La Figura 2.1 muestra el ajuste de los datos de la edad de los clientes
a la curva de densidad, en una aplicaci�on de credit scoring.
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Figura 2.1: Curva de densidad de la edad del cliente (datos de credit scoring).

Figura 2.2: Curva de densidad de datos generados a partir de una distribuci�on Nor-
mal.
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Ejemplo 18. La Figura 2.2 muestra el ajuste de los datos generados a partir de
una distribuci�on Normal a su respectiva curva de densidad.

Entre las principales distribuciones de probabilidad continuas destacan las si-
guientes: Normal y exponencial. La siguiente es una breve descripci�on de la distri-
buci�on exponencial (o modelo). La distribuci�on Normal, a su vez, se ver�a con mayor
detalle en la siguiente secci�on. Mientras que otros modelos importantes, como t-
Student, Chi-cuadrado y F-Snedecor, se presentar�an y aplicar�an ampliamente en
cap��tulos posteriores.

Exponencial: Una variable aleatoria X que toma solo valores no negativos, se
dice que sigue una distribuci�on exponencial con par�ametro �, � > 0, si su
funci�on de densidad de probabilidad est�a dada por:

f (x) =
�

�e ��x , si x � 0
0, caso contrario

Notaci�on: X � Exponencial(�).

La probabilidad de que una variable aleatoria continua X tome valores entre a
y b es igual al �area bajo la curva de densidad entre estos dos puntos. El c�alculo de
esta probabilidad se realiza matem�aticamente mediante la integraci�on de la funci�on
de densidad de probabilidad f(x) entre los puntos a y b. O sea,

P (a � X � b) =
Z b

a
f (x)dx:

Observaci�on: Si X es una variable aleatoria continua con funci�on de densidad
de probabilidad f(x), entonces las siguientes relaciones son verdaderas:

1. P (a � X � b) = P (a < X � b) = P (a � X < b) = P (a < X < b);

2. P (X = k) =
Rk

k f (x)dx = 0; 8k 2 R.

Ejemplo 19. La vida �util (en horas) de una bombilla puede considerarse una va-
riable aleatoria con distribuci�on exponencial de par�ametro � = 0;0001. >Cu�al es la
probabilidad de que, si elegimos una bombilla al azar, dure menos de 1 a~no?

Soluci�on:
Sea la variable aleatoria X = \tiempo de vida �util (en horas) de una l�ampara".
Del enunciado, sabemos que: X � Exponencial(0,0001).
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As��, considerando 1 a~no = 8.760 horas, tenemos que:

P (X < 8.760) = P (0 � X < 8.760) =
Z 8.760

0
0,0001e�0,0001x dx

= �e �0,0001x
�
�
�
8.760

0
= �e �0,0001�8.760 �

�
�e �0,0001�0

�

� 0,5836:

Funci�on de distribuci�on acumulada

A continuaci�on, presentamos la de�nici�on de otra funci�on importante asociada
con variables aleatorias, que es la funci�on de distribuci�on acumulada o emp��rica.

De�nici�on 8. La funci�on de distribuci�on acumulada (fda) de una variable aleatoria
X est�a dada por:

F (x) = P (X � x) 2 [0; 1];

donde:

F (x) =
P

j:x j �x P (X = x j ) si X es variable discreta;

F (x) =
Rx

�1 f (t) dt si X es variable continua.

La fda de una variable aleatoria X tiene las siguientes propiedades b�asicas:

Propiedad 1. l��m x!�1 F(x) = 0 y l��m x!1 F(x) = 1;

Propiedad 2. F es no decreciente, es decir, para cualquier x; y 2 R tal que x � y,
se tiene F (x) � F (y);

Propiedad 3. F es continua por la derecha, es decir, para cualquier y 2 R, se tiene
que l��mx!y + F(x) = F (y).

Observaci�on:

1. Podemos usar la fda de una variable aleatoria X para calcular probabilidades
de la siguiente manera:

P (a < X � b) = P(X � b) � P (X � a) = F (b) � F (a):

2. Derivando la fda de una variable aleatoria continua X, obtenemos su funci�on
de densidad de probabilidad, es decir,

f (x) =
d

dx
F (x):
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El c�alculo de probabilidades acumuladas bajo las distribuciones discretas y con-
tinuas vistas anteriormente se puede realizar mediante los siguientes comandos en
R:

> pbinom(x, n, p) # C�alculo de P(X<=x) sobre el modelo Binomial(n,p)
> ppois(x, lambda) # C�alculo de P(X<=x) sobre el modelo Poisson(

lambda)
> pexp(x, lambda) # C�alculo de P(X<=x) sobre el modelo Exp(lambda)

Ejemplo 20. Considerando el Ejemplo 14, tenemos que la fda de la variable alea-
toria X = \n�umero de 'caras' obtenidas en dos lanzamientos sucesivos e indepen-
dientes de la moneda `honesta'", est�a dada por:

F (x) =

8
>>><

>>>:

0, si x < 0
1=4, si 0 � x < 1
3=4, si 1 � x < 2
1, si x � 2

Ejemplo 21. Considerando el Ejemplo 19, tenemos que la fda de la variable alea-
toria X = \tiempo de vida �util (en horas) de una bombilla" � Exponencial(0;0001),
est�a dada por:

F (x) =
�

1 � e �0;0001x , si x � 0
0, caso contrario

As��, podemos calcular probabilidades, por ejemplo, de que la l�ampara dure entre
6 meses y 1 a~no, como sigue:

P (4.380 < X � 8.760) = F (8.760) � F (4.380)

= 1 � e �0;0001�8.760 �
�
1 � e �0;0001�4.380

�

� 0,5836 � 0,3547 = 0,2289:

> # C�odigos en R:
> # C�alculo de P(X<=8760) con X~Exp(0,0001):
> pexp(8760, 0.0001)
[1] 0.5835546
> # C�alculo de P(4380<X<=8760) con X~Exp(0,0001):
> pexp(8760, 0.0001) - pexp(4380, 0.0001)
[1] 0.2288804

Esperanza y varianza de una variable aleatoria

Esta secci�on es indispensable para la comprensi�on de los temas que se abordar�an
en los cap��tulos relacionados con el estudio de poblaciones. Concretamente, en di-
chos cap��tulos presentaremos resultados que permitir�an realizar ciertas a�rmaciones
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(probabil��sticas) sobre caracter��sticas de inter�es en una poblaci�on, considerando �uni-
camente la informaci�on (constantes) contenida en una muestra (peque~na porci�on) de
esta poblaci�on. Entre las caracter��sticas (o par�ametros) m�as importantes de inter�es
en un poblaci�on cuya variable estudiada es cuantitativa (o num�erica) es su promedio.
Para evitar confusiones con la media de una muestra extra��da de esta poblaci�on, la
llamaremos valor medio y la representaremos por la letra griega �.

A su vez, la varianza de la poblaci�on se denotar�a por �2. Cualquier otra carac-
ter��stica de la muestra (desviaci�on est�andar, coe�ciente de variaci�on, proporci�on,
etc.) presentada en cap��tulos posteriores, al referirse a todos los elementos de una
poblaci�on, ser�an llamados por el mismo nombre, excepto que se agrega el t�ermino
\poblaci�on"(desviaci�on est�andar de la poblaci�on, coe�ciente de variaci�on de la pobla-
ci�on, proporci�on de la poblaci�on, etc.). La probabilidad de que un individuo elegido
al azar de la poblaci�on tenga cierta propiedad tambi�en se puede ver como un par�ame-
tro de inter�es, cuyo correspondiente muestral es la frecuencia con la que se observ�o
esta propiedad en la muestra.

Con la intenci�on de ampliar el concepto de poblaci�on como algo que proviene
de cualquier modelo probabil��stico, consideraremos una poblaci�on �nita (por ejem-
plo, los estudiantes de una universidad) y una caracter��stica cuantitativa de inter�es
de esta (por ejemplo, el n�umero de a~nos de curso preuniversitario - 0; 1; 2; 3; 4; : : :).
De�niendo un modelo probabil��stico adecuado para el valor observado de esa ca-
racter��stica cuando se selecciona un individuo al azar de esa poblaci�on (modelo de
probabilidad para el n�umero de a~nos de curso preuniversitario de un alumno es-
cogido al azar en la universidad), se puede entonces demostrar que el valor medio
de la poblaci�on (media del n�umero de a~nos de curso preuniversitario de todos los
alumnos de la universidad) tambi�en puede ser determinado a partir del modelo. En
este caso, basta multiplicar cada valor del espacio de resultados por la probabilidad
correspondiente y sumar todos los valores obtenidos.

A continuaci�on, presentaremos la de�nici�on del valor medio (o valor esperado)
de cualquier variable cuantitativa a la cual se haya asociado un modelo probabil��stico.

De�nici�on 9. El valor promedio o esperado (�) de una variable aleatoria X es
de�nido por:

� = E (X) =
P 1

k=1 xkP (X = x k) si X es variable discreta;

� = E (X) =
R1

�1 xf(x)dx si X es variable continua.

Algunas propiedades importantes del valor medio de una variable aleatoria se
presentan a continuaci�on.

Propiedad 1. Dada una constante real c, tenemos que, si X = c con probabilidad
1, entonces E(X) = c.
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Propiedad 2. Sea X una variable aleatoria cuyo valor medio exista. Dada una
constante real c, tenemos que:

E(c + X) = c + E(X) y E(cX) = cE(X):

Propiedad 3. Sean X 1; : : : ; X n variables aleatorias cuyos valores medios existen.
Entonces,

E (X 1 + : : : + X n ) = E (X 1) + : : : + E (X n ) :

Propiedad 4. Sean X y Y variables aleatorias independientes cuyos valores medios
existen. Entonces,

E (XY ) = E (X) E (Y ) :

Ejemplo 22. Considerando el Ejemplo 14, tenemos el lanzamiento de dos monedas
y X es el n�umero de \caras" obtenidas. Calculamos el valor medio o esperado para
X como sigue:

E (X) =
nX

k=1

xkP (X = x k)

= 0 � P (X = 0) + 1 � P (X = 1) + 2 � P (X = 2)

= 0 �
1
4

+ 1 �
2
4

+ 2 �
1
4

= 1:

Interpretaci�on del resultado: Este ejemplo muestra que el n�umero promedio
(o esperado) de caras al lanzar dos monedas justas es igual a uno, es decir, esperamos
que, al repetir este experimento muchas veces, el n�umero promedio de caras sea igual
a uno.

A continuaci�on, presentamos la de�nici�on de una importante medida de disper-
si�on, que es la varianza de las variables aleatorias.

De�nici�on 10. La varianza de una variable aleatoria X est�a de�nida por:

V ar (X) = E
�
[X � E (X)] 2�

= E
�
X 2

�
� [E (X)] 2 ;

donde:

E (X 2) =
P 1

k=1 x2
kP (X = x k) si X es una variable discreta;

E (X 2) =
R1

�1 x2f (x)dx si X es una variable continua.

Algunas propiedades importantes de la varianza de una variable aleatoria se
muestran a continuaci�on.

Propiedad 1. Dada una constante real c, tenemos que, si X = c con probabilidad
1, entonces V ar(X) = 0.
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Propiedad 2. Sea X una variable aleatoria y c una constante real. Entonces,

V ar(c + X) = V ar(X) y V ar(cX) = c 2V ar(X):

Propiedad 3. Sean X 1; : : : ; X n variables aleatorias independientes. Entonces,

V ar (X 1 + : : : + X n ) = V ar (X 1) + : : : + V ar (X n ) :

Observaciones:

1. La ra��z cuadrada de la varianza de una variable aleatoria X se conoce como
la desviaci�on est�andar y se denota por � o DE(X);

2. La varianza se expresa en unidades al cuadrado de X (una desventaja con
relaci�on a la desviaci�on est�andar).

Ejemplo 23. (Continuaci�on) Para determinar la varianza V ar (X), tenemos que
encontrar primeramente el segundo momento de X dado por:

E
�
X 2

�
=

nX

k=1

x2
kP (X = x k)

= 0 2 � P (X = 0) + 1 2 � P (X = 1) + 2 2 � P (X = 2)

= 0 2 �
1
4

+ 1 2 �
2
4

+ 2 2 �
1
4

=
3
2

:

Y, por otro lado, la varianza est�a dada de la siguiente forma:

V ar (X) = E
�
X 2

�
� [E (X)] 2 =

3
2

� 1 2 =
1
2

:

Ejemplo 24. Para los modelos probabil��sticos discretos y continuos vistos anterior-
mente, se puede demostrar que los respectivos valores medios y varianzas est�an dados
por:

X � Bernoulli(p) �! E(X) = p y V ar(X) = p(1 � p);

X � Binomial(n; p) �! E(X) = np y V ar(X) = np(1 � p);

X � Poisson(�) �! E(X) = V ar(X) = �;

X � Exponencial(�) �! E(X) =
1
�

y V ar(X) =
1
� 2

.
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2.6. Curva de probabilidad Normal

Esta es la distribuci�on de probabilidad m�as importante para describir una
variable aleatoria continua, ya que cubre una amplia gama de fen�omenos. La dis-
tribuci�on de probabilidad Normal se usa en una amplia variedad de aplicaciones
pr�acticas donde las variables aleatorias son continuas. Podemos destacar algunas de
estas variables: la altura y el peso de las personas, las puntuaciones del cociente
intelectual (CI), las mediciones cient���cas, los niveles de colesterol y triglic�eridos,
el ��ndice de masa corporal (IMC), la presi�on arterial, las precipitaciones, etc. La
distribuci�on Normal se estudi�o por primera vez en el siglo XVIII, cuando un proceso
de an�alisis de error experimental condujo a una curva en forma de campana. Tam-
bi�en se denomina distribuci�on gaussiana, en honor al cient���co alem�an Carl Friedrich
Gauss, quien fue el primero en utilizarla en 1809, aunque lleg�o mucho antes, en 1733,
a trav�es de Abraham de Moivre.

En un principio, se supon��a que todo fen�omeno real deber��a ajustarse a una
curva en forma de campana (forma campanular), de lo contrario, se sospechaba de
una eventual \anormalidad" en el proceso de recolecci�on de datos. De ah��, entonces,
la denominaci�on de curva Normal. Sin embargo, una investigaci�on m�as cuidadosa
se~nal�o que esta universalidad hipot�etica de la curva Normal (o distribuci�on) no era
consistente con la realidad. De hecho, los ejemplos de fen�omenos reales representados
(modelados) por distribuciones no normales, como curvas sesgadas, no son raros. No
obstante, la distribuci�on Normal juega un papel importante en Estad��stica, y los
procesos de inferencia basados en ella son ampliamente aplicados (Correa, 2003).

Decimos que X tiene una distribuci�on Normal si su funci�on densidad de proba-
bilidad (fdp) viene dada por:

f (x) =
1

p
2�� 2

exp
�

�
1

2� 2
(x � �) 2

�
; � 1 < x < 1;

con �1 < � < 1 y � 2 > 0.
La Figura 2.3 muestra la forma de campana de la distribuci�on Normal.

Figura 2.3: Forma campanular de la distribuci�on Normal.
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Notaci�on: X s N (�; � 2).
Se lee: \X tiene distribuci�on Normal con par�ametros � y � 2". El par�ametro de

localizaci�on � es la media de la curva Normal y el par�ametro de escala �2 es la
varianza, donde � =

p
� 2 es la desviaci�on est�andar.

La Figura 2.4 muestra dos distribuciones normales con el mismo valor de desvia-
ci�on est�andar, pero cada una con una media diferente.

Figura 2.4: Distribuciones normales con la misma desviaci�on est�andar y diferentes
medias.

La Figura 2.5 muestra tres distribuciones normales con la misma media pero
diferentes varianzas.

Figura 2.5: Distribuciones normales con la misma media y diferentes varianzas.

2.6.1. Caracter��sticas de la curva Normal

La curva Normal tiene las siguientes caracter��sticas:

1. E (X) = � y V ar (X) = � 2;
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2. El punto m�aximo de f (x) es: x = �;

3. La distribuci�on tiene forma de campana y es sim�etrica en torno de �;

4. La moda y la mediana son iguales a la media, esto es, Me(X) = Mo(X) =
E (X) = �;

5. Los puntos de in
exi�on de la curva son: � � � y � + �;

6. El intervalo [� � 1�; � + 1�] comprende aproximadamente 68,26 % de los da-
tos;

7. El intervalo [� � 2�; � + 2�] comprende aproximadamente 95,44 % de los da-
tos;

8. El intervalo [� � 3�; � + 3�] comprende aproximadamente 99,74 % de los da-
dos.

Observaci�on: Dado que el c�alculo de probabilidades implica calcular la integral
de f(x), que no es trivial, se utilizan tablas obtenidas de la curva Normal estanda-
rizada (ver Ap�endice, Tabla A1).

2.6.2. Distribuci�on Normal reducida o estandarizada

Como vimos en el apartado anterior, la probabilidad de que una variable
aleatoria continua tome valores entre a y b es igual al �area sobre la curva entre
esos dos puntos. La determinaci�on de esta probabilidad se realiza matem�aticamente
mediante la integraci�on de la fdp entre los puntos a y b. En el caso de la distribuci�on
Normal, la integral no se puede calcular con exactitud, es decir, la probabilidad
entre dos puntos solo se puede obtener de forma aproximada por m�etodos num�ericos
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(Correa, 2003). Sin embargo, esta tarea se facilita utilizando la distribuci�on Normal
est�andar, que se de�ne a continuaci�on.

Resultado: Si X s N (�; � 2), entonces la variable aleatoria

Z =
X � �

�
s N (0; 1) :

Como observa Collischonn (2021), un �area bajo una curva de densidad propor-
ciona una proporci�on de observaciones en un rango de la distribuci�on. Entonces
podemos responder cualquier pregunta sobre qu�e proporci�on de observaciones se
encuentran dentro de un cierto rango de valores calculando un �area bajo la curva.
Dado que todas las distribuciones Normales son iguales cuando las estandarizamos,
podemos determinar las �areas bajo la curva Normal usando una �unica tabla que nos
da las �areas bajo la curva para la distribuci�on Normal est�andar (consulte la Tabla
A1 del Ap�endice).

C�alculo de probabilidades utilizando la curva Normal est�andar

Pasos para determinar proporciones normales:

Paso 1. Plantee el problema en t�erminos de la variable X observada;

Paso 2. Estandarizar X para reformular el problema en t�erminos de una variable
Normal est�andar Z. Hacer un gr�a�co para mostrar el �area bajo la curva Normal
est�andar;

Paso 3. Determinar el �area solicitada bajo la curva Normal est�andar, utilizando la
tabla de la curva Normal Z y el hecho de que el �area total bajo la curva es 1.

El c�alculo de probabilidades acumuladas bajo la distribuci�on Normal se puede
realizar mediante el siguiente comando en R:

> pnorm(x, media, desviaci�on) # C�alculo de P(X<=x) sobre el modelo
Normal con media = media y varianza = desviaci�on**2
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Ejemplo 25. Se realiz�o un estudio sobre la estatura de los hombres adultos en un
municipio, observ�andose que esta se distribuye normalmente con un promedio 172
cm y varianza 25 cm2. >Qu�e porcentaje de individuos tienen altura:

a) Entre 157 cm y 187 cm?
b) Superior a 190 cm?

Soluci�on:
a) Sea X la altura (en cm) de hombres adultos en este municipio. Entonces

tenemos que X s N (172; 25) y el �area de inter�es es:

Entonces, por estandarizaci�on, tenemos:

P (157 � X � 187) = P
�

157 � 172
5

� Z �
187 � 172

5

�

= P (�3 � Z � 3) ;

que corresponde a la siguiente zona de la distribuci�on Normal estandarizada:

Entonces, se sigue que:

P (157 � X � 187) = P (�3 � Z � 0) + P (0 < Z � 3)

= 0,4987 + 0,4987

= 0,9974:

Es decir, la probabilidad de que un hombre adulto de este municipio tenga una
estatura entre 157 cm y 187 cm es de 99,74 %.
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> # C�odigo en R:
> pnorm(187, 172, 5) - pnorm(157, 172, 5)
[1] 0.9973002
> # o de manera equivalente:
> pnorm(3, 0, 1) - pnorm(-3, 0, 1)
[1] 0.9973002

b) Tenemos que el �area de inter�es es:

Por estandarizaci�on tenemos:

P (X > 190) = P
�

Z >
190 � 172

5

�

= P (Z > 3,6) ;

que corresponde a la siguiente zona de la distribuci�on Normal est�andar:

Luego,

P (X > 190) = 0,5 � P (0 � Z < 3,6)

= 0,5 � 0,4998

= 0,0002:

Es decir, la probabilidad de que un adulto de sexo masculino en este municipio
tenga una estatura mayor a 190 cm es de 0,02 %. En otras palabras, podemos decir
que es extremadamente improbable que haya un adulto con altura mayor a 190 cm.
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> # C�odigo en R:
> 1 - pnorm(190, 172, 5)
[1] 0.0001591086
> # o todav��a:
> pnorm(190, 172, 5, lower.tail=FALSE)
[1] 0.0001591086

Ejemplo 26. (Padovani, 2012). La duraci�on de los embarazos humanos, desde la
concepci�on hasta el nacimiento, var��a seg�un una distribuci�on que es aproximadamen-
te Normal con una media de 266 d��as y desviaci�on est�andar de 16 d��as.

a) >Qu�e porcentaje de embarazos duran menos de 240 d��as (alrededor de 8 me-
ses)?

b) >Qu�e porcentaje de embarazos duran entre 240 y 270 d��as (aproximadamente
entre 8 y 9 meses)?

c) >Qu�e porcentaje de embarazos duran menos de 210 d��as (alrededor de 7 me-
ses)?

Soluci�on:
a) Sea X la duraci�on de las gestaciones humanas (en d��as). Entonces, tenemos

que X s N (266; 256). Luego,

P (X < 240) = P
�

Z <
240 � 266

16

�

= P (Z < �1,625)

= 0,5 � P (�1,625 < Z < 0)

= 0,5 � 0,4479

= 0,0521:

O sea, 5,21 % de las gestaciones duran menos de 240 d��as (o � 8 meses).

> # C�odigo en R:
> pnorm(240, 266, 16)
[1] 0.05208128

b)

P (240 � X � 270) = P
�

240 � 266
16

� Z �
270 � 266

16

�

= P (�1,625 � Z � 0,25)

= P (�1,625 � Z � 0) + P (0 < Z � 0,25)

= 0,4479 + 0,0987

= 0,5466:
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O sea, 54,66 % de los embarazos duran entre 240 y 270 d��as (en torno de 8 a 9
meses).

> # C�odigo en R:
> pnorm(270, 266, 16) - pnorm(240, 266, 16)
[1] 0.546625

c)

P (X < 210) = P
�

Z <
210 � 266

16

�

= P (Z < �3,5)

= 0,5 � P (�3,5 < Z � 0)

= 0,5 � 0,4998

= 0,0002:

O sea, 0,02 % de los embarazos duran menos de 210 d��as (o � 7 meses).

> # C�odigo en R:
> pnorm(210, 266, 16)
[1] 0.0002326291

2.7. Consideraciones �nales

En este cap��tulo presentamos los elementos b�asicos de la teor��a de la proba-
bilidad para datos discretos y continuos, utilizados en la Inferencia Estad��stica, que
ser�an el tema de los siguientes cap��tulos. Tambi�en presentamos, en general y breve-
mente, las principales distribuciones (o modelos) de probabilidad discreta (Bernoulli,
binomial y Poisson) y continua (Normal y exponencial, con foco en la distribuci�on
Normal, tambi�en conocida como distribuci�on Gaussiana), as�� como sus propiedades
y particularidades. Sin embargo, otras distribuciones importantes, como t-Student,
Chi-cuadrado y F-Snedecor (todas continuas), se introducir�an y se aplicar�an en gran
medida en cap��tulos posteriores.

2.8. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. Un restaurante universitario (RU) ofrece dos opciones de men�u:
est�andar y vegetariano. En una encuesta a estudiantes y profesores que frecuenta-
ban el RU, se comprob�o que 65 % de los estudiantes pre�eren la comida est�andar,
40 % de los profesores eligen el plato vegetariano, y 75 % de los comensales son
estudiantes. Considere los siguientes eventos:
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E: \El comensal es un estudiante";
D: \El comensal es un profesor";
A: \El comensal pre�ere la opci�on est�andar";
B: \El comensal pre�ere la opci�on vegetariana".

Calcule:

a) P (E): d) P (A \ E):
b) P (A j E): e) P (A [ E):
c) P (B j D): f ) P (D j A):

Ejercicio 2. Considere dos lanzamientos sucesivos e independientes de un dado
\honesto". Veri�que que los siguientes dos eventos son independientes.

A: \N�umero par en el 1o lanzamiento";
B: \N�umero menor o igual a 3 en el 2o lanzamiento".

Ejercicio 3. Sea X s N (100; 16). Calcule:

a) P (100 � X � 104) : e) P (X � 96 o X � 103) :
b) P (96 < X < 102) : f ) P (jX � 100j > 8) :
c) P (X � 104) : g) P (X < 100).
d) El valor h tal que P (100 � h < X < 100 + h) = 0,90:

Ejercicio 4. Sea X una variable aleatoria con la siguiente distribuci�on de probabi-
lidad:

x 0 1 2 3 4 5
P(X = x) 0,30 0,40 c 0,10 0,04 0,01

a) >Qu�e valor debe tener la constante c?
b) Dibujar la gr�a�ca de la funci�on de probabilidad de X.
c) Determine la funci�on de distribuci�on acumulada de X y dibuje su gr�a�co.
d) Calcule P (X � 2), P (1 � X < 4) y P (1 � X � 3 j X > 0).
e) Calcule E(X) y V ar(X).
f ) Encuentre E(2 + X) y V ar(5X).

Ejercicio 5. Sea X una variable aleatoria con distribuci�on exponencial de par�ametro
�. Demostrar que:

P (X > x + k j X > x) = P(X > k); 8x; k � 0:

Este resultado se conoce como la propiedad de \falta de memoria" de la distribuci�on
exponencial.

Ejercicio 6. Seg�un un fabricante de bater��as para notebook, las bater��as que fabrica
tienen una vida media de 550 d��as y desviaci�on est�andar de 150 d��as, donde la
duraci�on de la vida tiene una distribuci�on aproximadamente Normal.
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a) Si la empresa ofrece una garant��a de 270 d��as, >Cu�al es la proporci�on de
bater��as que deben ser reemplazadas por fallas en este per��odo?

b) >Cu�al deber��a ser la garant��a (en d��as) para garantizar que la empresa cam-
biar��a, en garant��a, como m�aximo 2 % de las bater��as?

c) Si son fabricadas 1.000 bater��as mensualmente, >cu�antas se deben reemplazar
bajo garant��a, mensualmente?

Ejercicio 7. Suponga que el n�umero de goles anotados por un equipo en un partido
de f�utbol sigue un modelo de Poisson con una tasa de 2 goles por partido.

a) >Cu�al es la probabilidad de que, en un partido elegido al azar, este equipo
marque al menos 1 gol?

b) Si se eligen al azar e independientemente 10 partidos de este equipo, >cu�al es
la probabilidad de que al menos en 5 partidos se marque al menos 1 gol?

c) Dentro de las condiciones de (b), considere la variable que cuenta el n�umero
de partidos con al menos 1 gol marcado por el equipo en cuesti�on. >Cu�al es el modelo
de probabilidad para esta variable?
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Cap��tulo 3

Resumen de datos

Resumen del cap��tulo: En este cap��tulo, el enfoque se da a la presentaci�on
gr�a�ca y datos tabulares, medidas de tendencia central y dispersi�on, an�alisis gr�a�co
y descriptivo de datos.

Objetivos: Al �nal de este cap��tulo, el lector ser�a capaz de hacer un an�alisis
descriptivo de datos cualitativos y cuantitativos.

3.1. Introducci�on

Estudiaremos a continuaci�on c�omo extraer informaci�on de los datos a trav�es
de la Estad��stica Descriptiva, que tiene como objetivo sintetizar la informaci�on
contenida en una muestra o censo a trav�es de dos herramientas principales: distri-
buciones de frecuencia y medidas num�ericas descriptoras. El elemento fundamental
del trabajo de un investigador son las observaciones, que pueden ser, por ejemplo,
la velocidad de un objeto en movimiento, resistencia a la ruptura de una abrazadera
de suspenci�on, el rendimiento de una reacci�on qu��mica, la susceptibilidad o no de las
plantas a las enfermedades, el sexo del primer hijo de una pareja, el color de cabello
o de ojos de un individuo, la opini�on de los consumidores sobre un determinado
producto o servicio, etc.

Estas observaciones tienen una caracter��stica b�asica en com�un: variaci�on o varia-
bilidad, es decir, pueden asumir diferentes valores de individuo a individuo. Cual-
quier caracter��stica de inter�es cuyos valores var��an de un elemento a otro se denomina
variable. De lo contrario, se llama constante. Las variables se pueden clasi�car en:

Cualitativas (o categ�oricas): son aquellas caracter��sticas cuyos valores se expre-
san mediante atributos. Se subdividen en:

Nominales: no hay un orden de�nido de niveles o categor��as. Ejemplos: g�enero,
etnia, grupo sangu��neo, color de cabello, equipo de f�utbol favorito, etc.
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Ordinales: existe un orden de�nido. Ejemplos: gravedad de la enfermedad (leve,
moderada o grave), nivel socioecon�omico (clases baja, media y alta), etc.

Cuantitativas (o num�ericas): son aquellas caracter��sticas cuyos valores son el
resultado de conteos o mediciones. Se subdividen en:

Discretas: son espec���cas para datos de conteo, es decir, solo pueden tomar
valores enteros. Ejemplos: n�umero de hijos de una pareja, n�umero de hue-
vos puestos por un insecto, n�umero de personas desempleadas en una familia,
n�umero de goles marcados por un equipo en un determinado partido de f�utbol,
etc.

Continuas: son las que resultan de mediciones, por lo que pueden asumir cual-
quier valor real dentro de un intervalo. Ejemplos: resistencia a la tracci�on,
altura, nivel de colesterol, IMC, tiempo que tarda un medicamento en hacer
efecto, etc.

3.2. Representaci�on gr�a�ca

La representaci�on gr�a�ca es una forma e�caz y sencilla de presentar datos, ya
que ayuda a comprender de manera r�apida la distribuci�on de una variable, comparar
grupos de datos y comprobar si existen relaciones entre ellos.

Las posibilidades gr�a�cas son m�ultiples, pero la elecci�on adecuada del gr�a�co a
utilizar est�a asociada al tipo de variable objeto de estudio. Las variables cualitativas
se pueden representar mediante:

ˆ Gr�a�cos de barras;
ˆ Gr�a�cos de sectores (gr�a�cos de \pizza");
ˆ Gr�a�cos de rect�angulo.

Las variables cuantitativas, a su vez, pueden representarse por:
ˆ Diagramas de puntos;
ˆ Histogramas;
ˆ Funciones de densidad estimada (pol��gonos de frecuencia);
ˆ Tallos y hojas;
ˆ Box plots (diagramas de cajas).

3.2.1. Representaci�on gr�a�ca: datos categ�oricos

Gr�a�co de barras

El gr�a�co de barras se utiliza para representar la distribuci�on de variables
cualitativas nominales y ordinales. Las categor��as de variables nominales se pueden
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organizar del orden que se desee, por ejemplo, en orden alfab�etico. El gr�a�co se
puede construir a partir de frecuencias absolutas, frecuencias relativas o porcentajes.
El uso de frecuencias relativas es m�as ventajoso, ya que si es necesario comparar
gr�a�cos de barras de varias muestras (grupos) con diferentes tama~nos, tendremos la
garant��a de que la suma de las barras es igual a uno. Las categor��as en las que se
clasi�can las observaciones est�an dispuestas en un eje horizontal y cada categor��a de
la variable est�a representada por una barra. La altura de cada barra es proporcional
a la frecuencia (o algunas veces, al porcentaje) de la categor��a. Las barras deben ser
del mismo ancho y separadas entre s��.

Para los casos en los que introducimos las categor��as de variables cualitativas en
orden de porcentaje o frecuencia relativa, el gr�a�co de barras se denomina diagrama
de Pareto (la barra m�as alta, el porcentaje m�as alto, est�a m�as a la izquierda y las
barras m�as peque~nas se mueven hacia la derecha).

En un ejemplo de credit scoring, una de las variables cualitativas presentes es
el status (tipo) de cliente. La Figura 3.1 muestra el gr�a�co de barras de la variable
\status de cliente", en el que podemos ver que 700 individuos (70 %) analizados son
considerados como buenos clientes.

Figura 3.1: Gr�a�co de barras para la variable \status de clientes".

A continuaci�on, los comandos para ejecutar el gr�a�co anterior en el software R.

> barplot(c(0.7,0.3), xlab="Status de clientes", ylab="Frecuencia
relativa", col=c("darkblue","green"), names.arg=c("Bueno","Malo"),
beside=T, ylim=c(0,1), xlim=c(0,2.5))
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Gr�a�co circular

El gr�a�co de sectores se construye a partir de la divisi�on de un c��rculo en
proporciones adecuadas, es decir, en tantos sectores como categor��as de la variable y
con un �area proporcional a la frecuencia de cada categor��a. Los �angulos de los sectores
son proporcionales a las frecuencias (ocurrencias) de las categor��as que representan.
Por ejemplo, una categor��a con una frecuencia relativa igual a 0,45 tendr�a un sector
con un �angulo igual a 360 � 0,45 = 162 grados.

Como este tipo de gr�a�co se utiliza para describir las partes de un todo, entonces
se deben incluir todas las categor��as que lo componen. Por ejemplo, se puede utilizar
un gr�a�co circular para evaluar el g�enero de los clientes analizados en el ejemplo de
credit scoring, porque todos los clientes caen en una de dos categor��as (hombres y
mujeres).

La Figura 3.2 muestra el gr�a�co de sectores para la variable \sexo" de los clientes
analizados en el ejemplo de credit scoring. A partir de este gr�a�co, se puede ver que
la mayor��a (69,1 %) de los individuos analizados son del sexo masculino.

Figura 3.2: Gr�a�co circular del sexo de los clientes.

A continuaci�on, los comandos para ejecutar el gr�a�co anterior en el software R.

> division<-c(691,309)
> nombres<-c("Masculino","Femenino")
> pct<-round(division/sum(division)*100,1)
> nombres<-paste(nombres,pct); nombres<-paste(nombres," %",sep="")
> pie(division, col=c("blue","red"), labels=nombres, main="Sexo")

53



Gr�a�co en rect�angulo

Exactamente el mismo caso que el gr�a�co circular, pero en forma de rect�angulo
(barra) vertical u horizontal. La idea de este gr�a�co, al igual que el gr�a�co circular, es
mostrar c�omo se divide el total, y en ambos gr�a�cos, el porcentaje de las categor��as
debe sumar 100 %.

La Figura 3.3 muestra el gr�a�co en rect�angulo para la variable \sexo" de los
clientes analizados en el ejemplo de credit scoring. Por medio de este gr�a�co, se
puede observar que la mayor��a (69,1 %) de los individuos analizados es del sexo
masculino.

Figura 3.3: Gr�a�co en rect�angulo para la variable \sexo" de los clientes.

Comandos para ejecutar el gr�a�co anterior en software R:

> tabla_sexo<-matrix(c(0.691,0.309), nrow=2, ncol=1, dimnames=list(c(
"Masculino","Femenino"), c("Sexo")))

> barplot(tabla_sexo, col=c("yellow","orange"), xlim=c(0,2), ylab="
Frecuencia relativa", legend=c("Masculino","Femenino"), beside=
FALSE, cex.names=1.1)

Gr�a�co en barras m�ultiples

Las ventajas de la representaci�on gr�a�ca se hacen m�as evidentes cuando es
necesario comparar m�ultiples grupos con respecto a las variables.

A menudo, los datos bajo estudio involucran a m�as de un grupo. Por ejemplo,
si queremos comparar el comportamiento de la variable \status del cliente" en las
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diferentes categor��as de la variable \saldo de la cuenta corriente" (en miles de pe-
sos chilenos), podemos usar un gr�a�co en m�ultiples barras como se muestra en la
Figura 3.4, colocando la frecuencia relativa o porcentaje en el eje vertical para fa-
cilitar la comparaci�on. Este gr�a�co destaca que, en saldos superiores a $ 300.000,
se encuentran la mayor��a de los buenos pagadores, y tambi�en muestra que, para los
no cuentahabientes, tenemos pr�acticamente la misma proporci�on de buenos y malos
pagadores.

Figura 3.4: Gr�a�co de barras m�ultiples de status del cliente seg�un el saldo de la
cuenta corriente.

Comandos para ejecutar el gr�a�co anterior en software R:

> saldo<-matrix(c(0.014,0.049,0.046,0.348,0.135,0.139,0.105,0.164),
nrow=2, ncol=4)

> barplot(saldo, col=c("blue","green"), ylim=c(0,0.4), names=c(
expression(""<=""*"$300"),">$300","No cuentahabiente","Inactiva"),
ylab="Frecuencia relativa", legend=c("Malo","Bueno"), beside=

TRUE, cex.names=1.1)

3.2.2. Representaci�on gr�a�ca: datos cuantitativos

Histograma

En el caso de variables cuantitativas, puede ser que la variable estudiada
asuma un gran n�umero de valores, todos (o la gran mayor��a) con bajas frecuencias.
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Por lo tanto, un gr�a�co de la distribuci�on se vuelve m�as claro si se agrupan los
valores cercanos entre s��.

El histograma es un gr�a�co de barras que se utiliza para representar la distribu-
ci�on de una variable cuantitativa continua, lo que permite una mejor comprensi�on
del patr�on general asumido por los datos y su variabilidad.

Para construir el histograma, proceda de la siguiente manera.
En el eje horizontal, represente la escala de la variable cuya distribuci�on desea

representar; y en el eje vertical coloque la frecuencia relativa o porcentaje.
Si los intervalos de clase tienen la misma amplitud, las barras construidas para

cada clase tendr�an una altura proporcional a la frecuencia y una base igual al ta-
ma~no de la clase. Si los intervalos de clase tienen amplitudes diferentes, las barras
construidas para cada clase tendr�an �area proporcional a la frecuencia de clase con
base igual al tama~no de la clase y altura obtenida de la siguiente manera:

altura de la barra =
frecuencia relativa de la clase

amplitud de la clase
:

De este modo, si utilizamos para la altura las frecuencias relativas, el �area total
ser�a igual a 1. Pero, si utilizamos las frecuencias absolutas, el �area total ser�a n.

En la Figura 3.5, presentamos el histograma de los pesos (en gramos) de los 80
ratones de laboratorio en edad adulta (conjunto de datos simulados). Notamos que
la distribuci�on de los pesos es aproximadamente sim�etrica, con pesos distribuidos en
torno de 200 gramos.

Figura 3.5: Histograma de los pesos de los ratones.

Comandos para ejecutar este gr�a�co en el software R:
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> x<-c(241,228,126,259,206,201,233,151,197,165,147,276,246,234,
156,199,161,120,199,189,197,174,201,195,201,208,149,243,204,177,
233,207,214,235,202,192,202,228,221,181,204,186,205,193,200,181,
241,200,196,265,206,209,185,242,137,252,174,172,196,262,278,276,
206,211,209,131,185,214,151,155,222,198,183,237,242,186,193,227,
209,132)
> hist(x, main="", xlab="Peso (gramos)", ylab="Frecuencia absoluta",

density=6, col="red")

Funci�on de densidad estimada

La funci�on de densidad estimada, tambi�en conocida como pol��gono de frecuencias,
es un gr�a�co similar al histograma, que muestra las frecuencias de las clases en las
ordenadas y las clases de la variable en cuesti�on en las abscisas. Este gr�a�co se
construye uniendo los puntos medios de las partes superiores de los rect�angulos que
representan las clases, obteniendo as�� una l��nea poligonal que da origen al nombre
del gr�a�co.

La Figura 3.6 presenta la funci�on de densidad estimada de los pesos (en gramos)
de los 80 ratones en edad adulta, donde percibimos que la distribuci�on de los pesos
es aproximadamente sim�etrica.

Figura 3.6: Funci�on de densidad estimada a partir de los pesos de los ratones de
laboratorio.

Comandos para ejecutar este gr�a�co en el software R:
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> aux=hist(x, main="", xlab="Peso (gramos)", ylab="Frecuencia
absoluta", density=6, col="red")

> plot(c(min(aux$breaks), aux$mids, max(aux$breaks)), c(0,aux$counts
,0), type="b", main="", xlab="Peso (gramos)", ylab="Frecuencia
absoluta")

Funci�on de distribuci�on emp��rica

Funci�on de distribuci�on emp��rica (fde) u ojiva, como tambi�en se conoce, es el
nombre dado al pol��gono de frecuencias acumuladas, en el cual las frecuencias acu-
muladas son marcadas sobre las perpendiculares levantadas en los puntos extremos
de las clases, esto es, en los l��mites inferiores o superiores, dependiendo de si la fde
tiene un comportamiento creciente o decreciente.

A diferencia del histograma y el pol��gono de frecuencias, los l��mites de cada clase
se ubican en el eje de abscisas, y las frecuencias acumuladas en el eje de ordenadas,
conectando los puntos correspondientes a las frecuencias acumuladas por una l��nea,
como se muestra en la Figura 3.7. La frecuencia acumulada asociada con el l��mite
inferior de la primera clase es siempre igual a cero.

Notamos que, usando la funci�on de distribuci�on emp��rica referida a los pesos de
los 80 ratones, aproximadamente 50 % de los ratones pesan abajo de 200 gramos.

La Figura 3.7 muestra la funci�on de distribuci�on emp��rica creciente, tambi�en
conocida como funci�on de distribuci�on acumulativa emp��rica (panel izquierdo), y
la funci�on de distribuci�on emp��rica decreciente, tambi�en conocida como funci�on de
supervivencia emp��rica (panel derecho), de los pesos (en gramos) de los 80 ratones
de laboratorio en edad adulta.

Comandos para ejecutar este gr�a�co en el software R:

> y<-cumsum(rep(1,length(x)))
> par(mfrow=c(1,2)) # imprime dos gr�aficos en la misma figura
> par(mai=c(0.8,0.8,0.1,0.1))
> plot(sort(x), y, type="o", col="blue", lwd=1, xlab="Peso (gramos)",

ylab="Frecuencia acumulada", main="", pch=19) # creciente
> plot(sort(x), sort(y,decreasing=TRUE), type="o", col="blue", lwd=1,

xlab="Peso (gramos)", ylab="Frecuencia acumulada", main="", pch
=19) # decreciente

Gr�a�co temporal

Un caso especial de un diagrama de puntos es un diagrama temporal cuyas
observaciones se registran en el orden en que ocurren.

En el eje vertical de la gr�a�ca se coloca el valor observado de la variable; y en el
eje horizontal, el tiempo a intervalos iguales o desiguales. Unir puntos sucesivos por
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Figura 3.7: Funciones de distribuci�on emp��ricas crecientes (izquierda) y decreciente
(derecha) de los pesos de 80 ratones de laboratorio.

l��neas ayuda a enfatizar cualquier cambio que ocurra con el tiempo, como tendencias,
ciclos u otras caracter��sticas que no se pueden ver con otros tipos de gr�a�cos.

La Figura 3.8 muestra un gr�a�co de la serie temporal del porcentaje de estu-
diantes que ingresan a una universidad p�ublica brasile~na, en el per��odo de 2001 a
2012, que cursaron estudios secundarios en instituciones p�ublicas y privadas. Este
gr�a�co muestra claramente que el porcentaje de estudiantes de primer a~no que ter-
minaron la secundaria en colegios p�ublicos siempre fue menor que el porcentaje de
estudiantes que terminaron la secundaria en colegios privados, y esta diferencia ha
ido aumentando a lo largo de este periodo.

Comandos para ejecutar este gr�a�co en el software R:

> publica<-c(45.8,45.4,41.1,37.2,38.3,33.6,33.1,34.07,32.14,
31.83,27.91,27.17)

> privada<-c(54.2,54.4,59.1,62.8,61.9,66.2,66.6,65.95,67.84,
68.18,72.07,72.83)

> anios<-c
(2001,2002,2003,2004,2005,2006,2007,2008,2009,2010,2011,2012)

> plot(anios, publica, type="o", col="blue", lwd=1, ylim=c(0,90), lty
=1, xlab="A~no", ylab="Porcentaje", main="", pch=19, xlim=c
(2001,2012))

> points(anios, privada, type="o", col="red", lwd=2, pch=19)
> legend(2002, 91, lwd=3, cex=1, c("P�ublica","Privada"), col=c("blue"
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Figura 3.8: Porcentaje de alumnos ingresantes a determinada universidad p�ublica
brasile~na, en el per��odo de 2001 a 2012, seg�un el tipo de colegio secundario.

,"red"), lty=1)

Box plot

El box plot (o boxplot) es un tipo de gr�a�co que muestra simult�aneamente
las caracter��sticas de centro, dispersi�on, desv��os de la simetr��a e identi�caci�on de
observaciones discrepantes de un conjunto de datos.

Para la construcci�on de ese gr�a�co, se obtienen primero las siguientes estad��sti-
cas: primer cuartil (Q1), segundo cuartil (Q2), tercer cuartil (Q3) y la distancia
intercuart��lica (DQ), de�nida como DQ = Q 3 �Q 1. El conjunto de valores compren-
didos entre Q1 y Q3 es representado por un rect�angulo, con la mediana identi�cada
por una barra; el largo del rect�angulo puede ser cualquiera, pues no ofrece ninguna
informaci�on. A partir de los l��mites del rect�angulo, se trazan l��neas hasta encontrar
un extremo que no sea menor que LI = Q1 � 1,5DQ o mayor que LS = Q 3 +1,5DQ.
Las observaciones que est�an debajo de LI o encima de LS son denominadas puntos
externos y representadas por asteriscos.

La distancia de los cuartiles y extremos en relaci�on con la mediana indica la
simetr��a o asimetr��a de la distribuci�on de datos. En una distribuci�on sim�etrica, la
mediana est�a a la misma distancia de Q1 y Q3. La DQ muestra la dispersi�on de la
mitad central del conjunto de datos y los extremos muestran la dispersi�on de todo
el conjunto de datos. Los puntos que est�an localizados arriba de 1,5DQ del cuartil
correspondiente hasta 3DQ son llamados puntos externos y, los que est�an arriba de
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3DQ, son llamados puntos sueltos.
La Figura 3.9 representa el box plot para el porcentaje de ingresantes a la uni-

versidad mencionada anteriormente. Este gr�a�co indica que hay una gran diferencia
entre los alumnos que hicieron la secundaria en colegios p�ublicos y privados. Nota-
mos tambi�en que, en 50 % de las veces, el n�umero de ingresantes de colegios privados
es casi el doble que de los colegios p�ublicos.

Figura 3.9: Box plot del porcentaje de estudiantes que ingresan a una determinada
universidad p�ublica brasile~na, seg�un el tipo de secundaria.

Comandos para ejecutar este gr�a�co en el software R:

# Observaci�on: Es necesario tener los datos indexados del ejemplo
anterior.

> boxplot(publica, privada, range = 1.5, col=c("darkblue","green"),
main="", ylab="Porcentaje", names=c("P�ublica", "Privada"),
horizontal=FALSE)

3.3. Mediciones de posici�on central

Las medidas de posici�on, ubicaci�on o tendencia central constituyen una forma
m�as sucinta de presentar la informaci�on contenida en los datos observados, ya que
indican un valor central alrededor del cual tienden a distribuirse los datos. Las
medidas de posici�on central m�as utilizadas son la media, la moda y la mediana.
Primero, sin embargo, introduzcamos el concepto de sumatoria.
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3.3.1. Sumatoria

El operador lineal de la sumatoria, denotado por
P

, tiene varias propiedades que
son fundamentales para la continuaci�on de nuestro estudio, sirviendo de base para
comprender las propiedades de las medidas de posici�on y las medidas de dispersi�on.

A continuaci�on, presentaremos algunas propiedades b�asicas de sumatorias.

Propiedad 4. La suma de una constante c (c 2 R), para i = 1; : : : ; n, est�a dada

por n veces la constante c, esto es,
nP

i=1
c = nc, 8c 2 R.

Demostraci�on:
nX

i=1

c = c + c + : : : + c| {z }
n veces

= nc: �

Propiedad 5. La suma de los datos donde cada observaci�on se multiplic�o por una
constante c (c 2 R), para i = 1; : : : ; n, viene dada por la constante multiplicada por

la suma de las observaciones, esto es,
nP

i=1
X i c = c

nP

i=1
X i , 8c 2 R.

Demostraci�on:
nX

i=1

X i c = X 1c + X 2c + : : : + X nc = c(X 1 + X 2 + : : : + X n )
| {z }

nP

i=1
X i

= c
nX

i=1

X i : �

Propiedad 6. La sumatoria de un conjunto de variables est�a dada por la suma-
toria individual de cada variable, esto es, la sumatoria de la suma (o sustracci�on)
de parcelas es la suma (o sustracci�on) de las sumatorias de cada parcela, o sea,

nP

i=1
(X i � Y i ) =

nP

i=1
X i �

nP

i=1
Yi :

Demostraci�on: Vamos a considerar solamente el caso positivo, pues el caso nega-
tivo es an�alogo.

nX

i=1

(X i + Y i ) = (X 1 + Y1) + (X 2 + Y2) + : : : + (X n + Yn )

= X 1 + Y1 + X 2 + Y2 + : : : + X n + Yn

= X 1 + X 2 + : : : + X n| {z }
nP

i=1
X i

+ Y1 + Y2 + : : : + Y n| {z }
nP

i=1
Yi

Luego,
nX

i=1

(X i + Y i ) =
nX

i=1

X i +
nX

i=1

Yi : �
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Observaci�on: Esta propiedad se extiende a m�as de dos variables.

Propiedad 7. La sumatoria del producto es diferente del producto de las sumatorias.
En particular, si X i > 0 y Yi > 0, i = 1; 2; : : : ; n, entonces la sumatoria del producto
es menor que el producto de las sumatorias, esto es,

nX

i=1

X i Yi <
nX

i=1

X i

nX

i=1

Yi :

Demostraci�on:

nX

i=1

X i Yi <
nX

i=1

X i

nX

i=1

Yi

X 1Y1 + X 2Y2 + : : : + X nYn < (X 1 + X 2 + : : : + X n ) (Y1 + Y2 + : : : + Y n )

X 1Y1 + X 2Y2 + : : : + X nYn| {z }
nP

i=1
X i Yi

< X 1

nX

i=1

Yi

| {z }
�X 1Y1

+ X 2

nX

i=1

Yi

| {z }
�X 2Y2

+ : : : + X n

nX

i=1

Yi

| {z }
�X n Yn

:

Como Xi Yi < X i

nP

i=1
Yi , i = 1; 2; : : : ; n, entonces sigue inmediatamente que:

nX

i=1

X i Yi <
nX

i=1

X i

nX

i=1

Yi : �

3.3.2. Media aritm�etica

Entre las tres medidas de posici�on central mencionadas anteriormente, la
media aritm�etica, o simplemente media, es la m�as utilizada por ser la m�as com�un
y comprensible de ellas, as�� como por la relativa sencillez de su c�alculo, adem�as de
prestarse bien al tratamiento algebraico (Tavares, 2014).

De manera informal, la media aritm�etica es una medida de tendencia central
que aplana los datos, siendo obtenida por la suma de todos los valores observados
dividida por el n�umero de observaciones. Sea X1; X 2; : : : ; X n un conjunto de datos,
entonces su media aritm�etica est�a dada por:

X =

nP

i=1
X i

n
:

Ejemplo 27. Considere el conjunto de datos siguiente, formado por los pesos al
nacer (en kilogramos, kg) de ocho cerdos de la raza Landrace:

63



1;850 1;900 1;350 1;750 1;700 1;500 1;650 1;700

Tenemos, entonces, que el peso medio al nacer de esos cerdos es:

X =

nP

i=1
X i

n
=

8P

i=1
X i

8

=
X 1 + X 2 + X 3 + X 4 + X 5 + X 6 + X 7 + X 8

8

=
1;850 + 1;900 + 1;350 + 1;750 + 1;700 + 1;500 + 1;650 + 1;700

8

=
13;400

8
= 1;675 kg:

Interpretaci�on: El peso medio al nacer de los ocho cerdos fue de 1,675 kg. Esto
quiere decir que 1,675 kg es un valor en torno del cual los pesos al nacer de esos
ocho animales se concentran. Todav��a podemos decir que 1,675 kg es el valor que
nivela ese conjunto de datos.

Propiedades de la media

La media presenta ciertas propiedades muy importantes que nos auxilian
cuando operamos algebraicamente con las variables.

Propiedad 1. Sea X 1; X 2; : : : ; X n un conjunto de datos tal que Xi = c, i =
1; 2; : : : ; n, o sea, el conjunto de datos es formado por un valor constante. Entonces,
su media ser�a el propio valor constante, esto es,X = c.

Demostraci�on: Usando las propiedades de las sumatorias, tenemos:

X =

nP

i=1
X i

n
=

X 1 + X 2 + : : : + X n

n
=

n vecesz }| {
c + c + : : : + c

n
=

nc
n

= c: �

Propiedad 2. Sea X 1; X 2; : : : ; X n un conjunto de datos, entonces la suma de los

desv��os en relaci�on con su mediaX es nula, esto es,
nP

i=1

�
X i � X

�
= 0.

Demostraci�on: Usando las propiedades de la sumatoria, tenemos:

nX

i=1

�
X i � X

�
=

nX

i=1

X i �
nX

i=1

X =
nX

i=1

X i � n X =
nX

i=1

X i � n

nP

i=1
X i

n

=
nX

i=1

X i �
nX

i=1

X i = 0: �
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Propiedad 3. La suma de los cuadrados de los desv��os de un conjunto de datos en
relaci�on con su media es siempre un valor m��nimo.

De�nici�on 11. Considere X 1; X 2; : : : ; X n un conjunto de datos. SeaX su media,
entonces para todo " > 0 arbitrario, tenemos:

nX

i=1

�
X i � X

� 2
�

nX

i=1

�
X i �

�
X � "

�� 2
; 8" > 0:

La propiedad 3 dice que la cantidad
nP

i=1

�
X i � X

� 2
es siempre un valor m��nimo.

Propiedad 4. Si sumamos o restamos un valor constante a cada observaci�on del
conjunto de datos, entonces su media tambi�en ser�a aumentada o disminuida en ese
valor constante. En otras palabras, sea X1; X 2; : : : ; X n un conjunto de datos con
mediaX y sea c una constante arbitraria (c 2 R). Si hacemos Wi = X i � c, entonces
su nueva media, denotada porW, ser�a X � c.

Demostraci�on: Vamos a demostrar apenas para el caso positivo, pues el caso
negativo es an�alogo.

W =

nP

i=1
(X i + c)

n
=

(X 1 + c) + (X 2 + c) + : : : + (X n + c)
n

=
X 1 + X 2 + : : : + X n + c + c + : : : + c

n

=
X 1 + X 2 + : : : + X n

n
+

c + c + : : : + c
n

=

nP

i=1
X i

n
+

nc
n

= X + c: �

Propiedad 5. Si multiplicamos cada observaci�on del conjunto de datos por un valor
constante, entonces la nueva media tambi�en es multiplicada por ese valor constante.
En otras palabras, sea X1; X 2; : : : ; X n un conjunto de datos con mediaX y sea c
una constante arbitraria (c 2 R). Si hacemos Wi = X i c, entonces su nueva media,
denotada porW, ser�a Xc.

Demostraci�on:

W =

nP

i=1
X i c

n
=

(X 1c) + (X 2c) + : : : + (X nc)
n

=
X 1c + X 2c + : : : + X nc

n

=
c (X 1 + X 2 + : : : + X n )

n
= c

nP

i=1
X i

n
= Xc: �
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Caracter��sticas de la media

1. Considera todos los datos de la distribuci�on para su c�alculo;

2. Sufre in
uencia de valores extremos de la distribuci�on (desventaja);

3. Es �unica para un conjunto de datos espec���co.

Ejemplo 28. Sea el conjunto de datos formado por: f41; 34; 41; 44; 41; 37; 40g. La
media est�a dada por:

1
7

7X

i=1

X i =
41 + 34 + 41 + 44 + 41 + 37 + 40

7
� 39;714:

> x<-c(41,34,41,44,41,37,40)
> sum(x)/length(x) # una forma de calcular la media
[1] 39.714
> mean(x) # funci�on predefinida de R
[1] 39.714

3.3.3. Moda

La moda es el valor m�as frecuente de un conjunto de datos, es decir, el valor
que m�as se repite. Para un conjunto de datos, la moda puede no ser �unica o incluso
inexistente.

De�nici�on 12. Sea un conjunto de datos formado por X 1; X 2; : : : ; X n , entonces la
moda o el valor modal, denotada por Mo, est�a dada por:

Mo = X f req ;

donde Xf req es el valor m�as frecuente.

Decimos que el conjunto de datos es:

Amodal: Cuando no presenta ning�un valor m�as frecuente;

Unimodal: Cuando presenta un valor m�as frecuente;

Bimodal: Cuando presenta dos valores m�as frecuentes;

Trimodal: Cuando presenta tres valores m�as frecuentes;

Multimodal: Cuando el conjunto de datos presenta cuatro o m�as de cuatro
valores m�as frecuentes.
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Propiedades de la moda

Propiedad 1. Al sumar o restar un valor constante a todas las observaciones en el
conjunto de datos, la nueva moda se suma o resta por ese mismo valor constante.

De�nici�on 13. Sea X 1; X 2; : : : ; X n un conjunto de datos y Mo la moda. Si hacemos
X 1 � c; X 2 � c; : : : ; X n � c, entonces su nueva moda, denotada por Mo� , ser�a Mo�c.

Propiedad 2. Multiplicando un valor constante a todas las observaciones del con-
junto de datos, entonces la nueva moda es multiplicada por ese mismo valor cons-
tante.

De�nici�on 14. Sea X 1; X 2; : : : ; X n un conjunto de datos y Mo la respectiva moda.
Si hacemos X1c; X2c; : : : ; Xnc, entonces su nueva moda, denotada por Mo� , ser�a
Mo c.

Caracter��sticas de la moda (Silva, 2003)

1. No est�a in
uenciada por los valores extremos de la distribuci�on;

2. No tiene buenas propiedades algebraicas (desventaja);

3. Es ampliamente utilizada en Estad��sticas Econ�omicas y Industriales.

Comandos para el c�alculo de la moda en el software R:

> moda<-function(C) { # C es el vector del cual deseamos calcular la
moda

D=sort(C) # comando para ordenar los datos
D1=numeric(); D1=D[1]; l1<-1
for (i in 2:length(C)) {

if (D[i]!=D[i-1]) {
l1<-l1+1
D1[l1]<-D[i] }} # cierra if y for

contador<-as.numeric(0)
for (i in 1:length(D1)) {
cont=0
for (j in 1:length(C)) {
if(D1[i]==C[j]) cont=cont+1 } # cierra for
contador[i]=cont } # cierra for

lm <-0
moda<-numeric()
for (i in 1:length(D1)) {
if(contador[i]==max(contador)) {

lm<-lm+1
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moda[lm]<-D1[i] }} # cierra if y for
if(length(moda)!=length(C))
list(moda=moda) else list(moda<-"Amodal")

} # cierra la funci�on

Ejemplos:

f17; 20; 18; 25; 11; 28; 13; 23g ) Amodal, pues no hay un valor m�as frecuente;
f11; 13; 8; 5; 14; 9; 8; 12; 8g ) Unimodal, pues Mo = 8;
f53; 48; 50; 48; 49; 51; 51; 55g ) Bimodal, pues Mo = 48 y Mo = 51;
f81; 85; 81; 74; 82; 83; 82; 86; 83g ) Trimodal, pues Mo = 81, Mo = 82 y Mo = 83.

> A<-c(17,20,18,25,11,28,13,23)
> B<-c(11,13,8,5,14,9,8,12,8)
> C<-c(53,48,50,48,49,51,51,55)
> D<-c(81,85,81,74,82,83,82,86,83)
> moda(A) # obtendr�a la moda del conjunto A
[1] "Amodal"
> moda(B) # obtendr�a la moda del conjunto B
[1] 8
> moda(C) # obtendr�a la moda del conjunto C
[1] 48 51
> moda(D) # obtendr�a la moda del conjunto D
[1] 81 82 83

3.3.4. Mediana

La mediana es una medida de tendencia central que deja 50 % de los datos
abajo y 50 % de los datos arriba de si misma, dividiendo las observaciones ordenadas
en dos partes iguales. Para su c�alculo, es necesario conocer la posici�on central.

De�nici�on 15. Sea un conjunto de datos constituido por X 1; X 2; : : : ; X n y sea
X (1) ; X (2) ; : : : ; X (n) tal conjunto de datos ordenados de forma creciente o decreciente.
Entonces, consideraremos dos casos para la determinaci�on de la mediana, denotada
por Me, a saber:

Caso 1. Cuando n es impar, la mediana ser�a dada por:

Me = X ( n+1
2 ):

Caso 2. Cuando n es par, la mediana ser�a dada por:

Me =
X ( n

2 ) + X ( n+2
2 )

2
:
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Comandos para el c�alculo de la mediana en el software R (Crawley, 2015):

> mediana<-function(x) {
modulo<-length(x) % %2
if (modulo == 0) (sort(x)[ceiling(length(x)/2)]+sort(x)[ceiling(1+

length(x)/2)])/2
else sort(x)[ceiling(length(x)/2)]
} # cierra la funci�on

Ejemplo 29. Sea el conjunto de datos formado por: f41; 34; 41; 44; 41; 37; 40g. Or-
denando los datos, tenemos:

f34; 37; 40; 41; 41; 41; 44g:

Entonces, como n es impar (n = 7), tenemos que la mediana es dada por:

Me = X ( n+1
2 ) = X (4) = 41:

> x<-c(41,34,41,44,41,37,40)
> mediana(x) # funci�on presentada (Crawley, 2015)
[1] 41
> median(x) # funci�on predefinida de R
[1] 41

Ejemplo 30. Sea el conjunto de datos formado por: f14; 8; 7; 12; 9; 10; 10; 8g. Orde-
nando los datos, tenemos:

f7; 8; 8; 9; 10; 10; 12; 14g:

Entonces, como n es par (n = 8), tenemos que la mediana est�a dada por:

Me =
X ( n

2 ) + X ( n+2
2 )

2
=

X (4) + X (5)

2
=

9 + 10
2

=
19
2

= 9;5:

> x<-c(14,8,7,12,9,10,10,8)
> mediana(x) # funci�on presentada (Crawley, 2015)
[1] 9.5
> median(x) # funci�on predefinida de R
[1] 9.5
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Propiedades de la mediana

Propiedad 1. La suma de los m�odulos de los desv��os de las observaciones en rela-
ci�on con la mediana es m��nima.

De�nici�on 16. Sea X 1; X 2; : : : ; X n un conjunto de datos y Me su mediana. Enton-
ces, tenemos:

nX

i=1

jX i � Mej �
nX

i=1

jX i � (Me � ")j ; 8" > 0:

Propiedad 2. Multiplicando un valor constante a todas las observaciones del con-
junto de datos, entonces la nueva mediana es multiplicada por ese mismo valor
constante.

De�nici�on 17. Sea X 1; X 2; : : : ; X n un conjunto de datos y Me su mediana. Si
hacemos X1c; X2c; : : : ; Xnc, entonces su nueva mediana, denotada por Me� , ser�a
Me c.

Caracter��sticas de la mediana

1. No sufre in
uencia de valores extremos, pero si del n�umero de observaciones
(n);

2. A pesar de que sea menos usada (menos familiar) en comparaci�on con la media
aritm�etica, la mediana es m�as realista para representar determinadas variables,
como por ejemplo, el salario de funcionarios de una empresa;

3. Es bastante utilizada en Toxicolog��a, en la determinaci�on de la dosi�caci�on
requerida de cierta sustancia o tipo de radiaci�on para causar la muerte del
50 % de los individuos de una poblaci�on en prueba (conejillos de indias), esto
es, de la dosis letal mediana (DL50).

3.3.5. Relaciones emp��ricas entre la media, la moda, la me-
diana y las distribuciones de datos

La Tabla 3.1 muestra las relaciones emp��ricas entre la media, la moda, la
mediana y las distribuciones de datos.

Tabla 3.1: Relaciones entre media, moda, mediana y las distribuciones de datos.
Distribuci�on Relaci�on

Sim�etrica X � Me � Mo
Asim�etrica a la derecha (o positiva) X > Me > Mo

Asim�etrica a la izquierda (o negativa) X < Me < Mo
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Con frecuencia surgen dudas sobre qu�e medida de posici�on utilizar para describir
y resumir los datos num�ericos obtenidos.

Como regla general, seg�un Ferreira (1996), se puede de�nir qu�e medida es m�as
adecuada para una situaci�on dada a partir del an�alisis del histograma o del pol��gono
de frecuencias. Cuando la distribuci�on de datos est�a sesgada (es decir, si los valores
extremos predominan en una de las colas de la distribuci�on), se debe preferir la
mediana como medida de resumen. Esto se debe a que la mediana es poco sensible
a la presencia de valores extremos en los datos, consider�andose m�as robusta que la
media.

Robusto es el t�ermino t�ecnico usado para referirse a esa propiedad (ventaja) de
la mediana en relaci�on con la media aritm�etica, pues la mediana es una medida que
sufre menos \interferencias" en sus estimaciones cuando la situaci�on de simetr��a es
violada (Ferreira, 2016).

La Figura 3.10 presenta el comportamiento gr�a�co de las distribuciones seg�un su
simetr��a, esto es, conforme a las relaciones emp��ricas entre media, moda, mediana y
las distribuciones de datos.

Observaci�on: Los conceptos de media y mediana son diferentes. No se pueden
confundir, ya que el promedio tiene en cuenta todos los valores de un conjunto
de datos num�ericos, siendo in
uenciado por los valores extremos de este conjunto;
mientras que la mediana, por su parte, no tiene en cuenta todos los valores, sino
solo el valor central (dos valores centrales, como m�aximo).

3.4. Medidas de dispersi�on

El uso de una medida de posici�on para describir un conjunto de datos no es
su�ciente para resumir toda la informaci�on contenida en �el, ya que podemos tener
diferentes conjuntos de datos que tienen el mismo promedio, por ejemplo. A con-
tinuaci�on se muestran algunos ejemplos de conjuntos de datos diferentes pero con
medias iguales.

Conjunto A: f30; 30; 30; 30; 30g ) X = 30;
Conjunto B: f60; 10; 10; 10; 60g ) X = 30;
Conjunto C: f10; 20; 30; 40; 50g ) X = 30;
Conjunto D: f10; 20; 90; 20; 10g ) X = 30.

Se observa que estos conjuntos di�eren mucho en la variabilidad. Por ello, es
necesario establecer medidas que expresen el grado de dispersi�on (o variabilidad) en
relaci�on con el valor central.

As��, se puede a�rmar que un conjunto de datos debe estar representado por
medidas de posici�on y dispersi�on. Por tanto, se hace evidente que es necesario utilizar
una medida de dispersi�on que acompa~ne a la medida de posici�on. As��, tendremos un
resumen su�ciente de los datos.
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Figura 3.10: Formas de las distribuciones con respecto a su asimetr��a: distribuci�on
asim�etrica positiva (panel superior), distribuci�on sim�etrica (panel central) y distri-
buci�on asim�etrica negativa (panel inferior).
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Tenemos varias medidas de dispersi�on utilizadas en Estad��stica. Presentaremos
aqu�� la amplitud, el desv��o medio, la varianza, la desviaci�on est�andar y el coe�ciente
de variaci�on, siendo el desv��o medio el menos utilizado y la desviaci�on est�andar la
m�as utilizada.

3.4.1. Amplitud

La amplitud es la medida de dispersi�on m�as simple porque es la diferencia
entre el mayor y menor valor observado.

De�nici�on 18. Sea un conjunto de datos formado por X 1; X 2; : : : ; X n , entonces la
amplitud (A) est�a dada por:

A = X (n) � X (1) = X m�ax � X m��n :

Ejemplo 31. Teniendo en cuenta los conjuntos anteriores, vamos a determinar la
amplitud de cada uno de ellos.

Conjunto A: f30; 30; 30; 30; 30g ) A = X m�ax � X m��n = 30 � 30 = 0;
Conjunto B: f60; 10; 10; 10; 60g ) A = X m�ax � X m��n = 60 � 10 = 50;
Conjunto C: f10; 20; 30; 40; 50g ) A = X m�ax � X m��n = 50 � 10 = 40;
Conjunto D: f10; 20; 90; 20; 10g ) A = X m�ax � X m��n = 90 � 10 = 80.

# Funci�on para el c�alculo de la amplitud
> amplitud<-function(x) { max(x)-min(x) }
> A<-c(30,30,30,30,30)
> B<-c(60,10,10,10,60)
> C<-c(10,20,30,40,50)
> D<-c(10,20,90,20,10)
> amplitud(A)
[1] 0
> amplitud(B)
[1] 50
> amplitud(C)
[1] 40
> amplitud(D)
[1] 80

Podemos ver en los ejemplos anteriores que el conjunto A no mostr�o variaci�on y
el conjunto D fue el que mostr�o la mayor variabilidad en los datos.

La amplitud tiene algunas desventajas en relaci�on con otras medidas de disper-
si�on (Ferreira, 1996):
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1. Solo tiene en cuenta los valores extremos para su c�alculo y, principalmente
cuando existen outlier, ella se ver�a muy afectada. Como solo se consideran
dos extremos, los conjuntos con valores intermedios pr�acticamente id�enticos
pueden tener una gran amplitud si solo los valores mayor y menor di�eren
mucho de los dem�as.

2. Est�a in
uenciada por el tama~no del conjunto de datos, ya que a medida que
el n�umero de observaciones aumenta, la amplitud tiende a ser mayor.

3.4.2. Desv��o medio

El desv��o medio absoluto (o simplemente, desv��o medio) es la medida de
dispersi�on menos utilizada en Estad��stica. Se trata de la media aritm�etica de los
m�odulos de los desv��os, o sea, es la media de las distancias de las observaciones en
relaci�on con su media. Para introducir el concepto de desv��o medio, primero vamos
a abordar dos conceptos.

Desv��o: Es la diferencia de la i-�esima observaci�on en relaci�on con la media,
denotado por di , esto es, existe un desv��o asociado a cada observaci�on, dado por:

di =
�
X i � X

�
; i = 1; 2; : : : ; n:

Como fue visto en las propiedades de la media, la suma de tales desv��os es nula,
o sea,

nX

i=1

�
X i � X

�
= 0:

Desv��o absoluto: Es el m�odulo de la diferencia de la i-�esima observaci�on en
relaci�on con la media, denotado por jdi j, esto es, existe una distancia asociada a
cada observaci�on, dada por:

jdi j =
�
�X i � X

�
� ; i = 1; 2; : : : ; n.

De�nici�on 19. Sea un conjunto de datos formado por X 1; X 2; : : : ; X n , entonces el
desv��o medio est�a dado por:

dm =

nP

i=1

�
�X i � X

�
�

n
:
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Ejemplo 32. Teniendo en cuenta los conjuntos de datos anteriores, determinemos
el desv��o medio de cada uno de ellos.

Conjunto A: f30; 30; 30; 30; 30g ) dm = 0;
Conjunto B: f60; 10; 10; 10; 60g ) dm = 24;
Conjunto C: f10; 20; 30; 40; 50g ) dm = 12;
Conjunto D: f10; 20; 90; 20; 10g ) dm = 24.

# Funci�on para el c�alculo del desv��o medio
> desvmed<-function(x) { mean(abs(x-mean(x))) }
> desvmed(A)
[1] 0
> desvmed(B)
[1] 24
> desvmed(C)
[1] 12
> desvmed(D)
[1] 24

Podemos ver en los ejemplos anteriores que el conjunto B present�o la misma
desviaci�on media que el conjunto D.

3.4.3. Varianza

La varianza es una de las medidas de dispersi�on m�as utilizadas. Puede enten-
derse como la media aritm�etica de los cuadrados de las desviaciones con respecto a
la media.

De�nici�on 20. Sea un conjunto de datos formado por X 1; X 2; : : : ; X n , y sea � la
media poblacional, entonces la varianza poblacional est�a dada por:

� 2 =

nP

i=1
(X i � �) 2

n
:

Para el caso de la varianza muestral, tenemos:

s2 =

nP

i=1

�
X i � X

� 2

n � 1
:

La unidad de la varianza es igual al cuadrado de la unidad de los datos original-
mente observados.
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Observaci�on: Cuando se trabaja con muestras, la varianza est�a dada por la
suma de los cuadrados de los desv��os dividida por el n�umero de observaciones menos
uno (n � 1), que se llama grados de libertad y ser�a visto m�as adelante.

A seguir, presentaremos algunas propiedades b�asicas de la varianza:

Propiedad 1. Si X i = c, i = 1; 2; : : : ; n, y c 2 R, entonces � 2 = 0.

Propiedad 2. Sumando o restando un valor constante c (c 2 R) a cada una de las
observaciones del conjunto de datos, la varianza no se altera. En otras palabras, sea
� 2 la varianza de un conjunto de datos formado por X1; X 2; : : : ; X n y sea � su media,
entonces la varianza de X1 � c; X 2 � c; : : : ; X n � c, denotada por � 2

� , es igual a �2.

Propiedad 3. Multiplicando todas las observaciones del conjunto de datos por una
constante c (c 2 R), la nueva varianza es multiplicada por c2. En otras palabras, sea
� 2 la varianza de un conjunto de datos formado por X1; X 2; : : : ; X n y sea � su media,
entonces la varianza de X1c; X2c; : : : ; Xnc, denotada por �2� , es c2� 2.

Ejemplo 33. Considerando todos los conjuntos de datos anteriores, vamos a deter-
minar las varianzas poblacional y muestral de cada uno de ellos.

Conjunto A:

� 2 =

nP

i=1
(X i � �) 2

n
=

5P

i=1
(X i � �) 2

5

=
(X 1 � �) 2 + (X 2 � �) 2 + (X 3 � �) 2 + (X 4 � �) 2 + (X 5 � �) 2

5

=
(30 � 30) 2 + (30 � 30) 2 + (30 � 30) 2 + (30 � 30) 2 + (30 � 30) 2

5

=
02 + 0 2 + 0 2 + 0 2 + 0 2

5
=

0
5

= 0:

Resumen:

Conjunto A: f30; 30; 30; 30; 30g ) � 2 = 0 y s2 = 0;
Conjunto B: f60; 10; 10; 10; 60g ) � 2 = 600 y s2 = 750;
Conjunto C: f10; 20; 30; 40; 50g ) � 2 = 200 y s2 = 250;
Conjunto D: f10; 20; 90; 20; 10g ) � 2 = 920 y s2 = 1;150.

# Funci�on para calcular la varianza de la poblaci�on
> varpop<-function(x) { sum((x-mean(x))^2)/length(x) }
# Funci�on predefinida para calcular la varianza de la muestra: var(x)
> varpop(A)
[1] 0
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> varpop(B)
[1] 600
> varpop(C)
[1] 200
> varpop(D)
[1] 920
> var(A)
[1] 0
> var(B)
[1] 750
> var(C)
[1] 250
> var(D)
[1] 1150

3.4.4. Desviaci�on est�andar

La desviaci�on est�andar es la medida de dispersi�on m�as utilizada en Estad��sti-
ca. Esta es la ra��z cuadrada de la varianza. Un inconveniente pr�actico importante
de la varianza es que se expresa en unidades al cuadrado, lo que provoca algunas
di�cultades de interpretaci�on. Esta es la raz�on por la que se usa con m�as frecuencia
la desviaci�on est�andar, ya que su unidad de medida es la misma que la de los datos
originales.

De�nici�on 21. Considere un conjunto de datos que consta de X1; X 2; : : : ; X n , y sea
� la media poblacional, entonces la desviaci�on est�andar poblacional est�a dada por:

� =
p

� 2 =

vu
u
t

nP

i=1
(X i � �) 2

n
:

Para el caso de la desviaci�on est�andar de la muestra, tenemos:

s =
p

s2 =

vu
u
u
t

nP

i=1

�
X i � X

� 2

n � 1
:

Ejemplo 34. Teniendo en cuenta los conjuntos anteriores, vamos a determinar la
desviaci�on est�andar poblacional y muestral para cada uno de ellos.

Conjunto A: f30; 30; 30; 30; 30g ) � = 0 y s = 0;
Conjunto B: f60; 10; 10; 10; 60g ) � � 24;49 y s � 27;39;
Conjunto C: f10; 20; 30; 40; 50g ) � � 14;14 y s � 15;81;
Conjunto D: f10; 20; 90; 20; 10g ) � � 30;33 y s � 33;91.
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# Funci�on para calcular la desviaci�on est�andar de la poblaci�on
> sigmapop<-function(x) { sqrt(sum((x-mean(x))^2)/length(x)) }
# Funci�on predefinida para calcular la desviaci�on est�andar de la

muestra: sd(x)
> sigmapop(A)
[1] 0
> sigmapop(B)
[1] 24.495
> sigmapop(C)
[1] 14.142
> sigmapop(D)
[1] 30.332
> sd(A)
[1] 0
> sd(B)
[1] 27.386
> sd(C)
[1] 15.811
> sd(D)
[1] 33.912

Observaci�on: Podemos notar que las desviaciones est�andar de la muestra siem-
pre tienen un valor ligeramente superior a las desviaciones est�andar de la poblaci�on.
La desviaci�on est�andar indica la dispersi�on de los datos, o la variaci�on de estos en
relaci�on con un promedio. Si la desviaci�on est�andar se acerca al valor de la media,
indica dispersi�on o variaci�on considerable. Aunque el concepto de variaci�on grande
o peque~na es subjetivo, ser��a interesante analizar siempre el coe�ciente de variaci�on,
que se estudiar�a a continuaci�on.

Propiedades de la desviaci�on est�andar (Silva, 2003)

Propiedad 1. Al sumar o restar una constante c (c 2 R) a todas las observaciones
en el conjunto de datos, la desviaci�on est�andar no cambia.

X � = X � c ) � (X � ) = � (X) :

Propiedad 2. Al multiplicar todas las observaciones en el conjunto de datos por
una constante c (c 2 R), la desviaci�on est�andar queda multiplicada por c.

X � = Xc ) � (X � ) = c� (X) :
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3.4.5. Coe�ciente de variaci�on

Se dice que la varianza y la desviaci�on est�andar son medidas de dispersi�on absolu-
tas. De esta forma, ambas permiten comparar la variabilidad de dos o m�as conjuntos
de datos solo cuando presentan el mismo promedio, el mismo n�umero de observa-
ciones y est�an expresados en las mismas unidades de medida o magnitud (Tavares,
2014).

Para comparar la variabilidad de cualquier conjunto de datos, es esencial utilizar
una medida de dispersi�on relativa, como el coe�ciente de variaci�on (CV ), que indica
la variabilidad de los datos observados en relaci�on con su media.

De�nici�on 22. Sea un conjunto de datos formado por X 1; X 2; : : : ; X n , entonces el
coe�ciente de variaci�on de la poblaci�on viene dado por:

CVP =
�
�

� 100 %:

Para el caso del coe�ciente de variaci�on muestral, tenemos:

CVM =
s

X
� 100 %:

El CV revela la contribuci�on de la desviaci�on est�andar � a la media �, es decir,
cuanto mayor sea su contribuci�on a �, mayor ser�a el CV . Cuando CV est�a cerca de
0 %, signi�ca que � es demasiado peque~no.

Cuando CV est�a cerca de 100 %, signi�ca que � es tan grande como �.

Ejemplo 35. Considerando los conjuntos de datos anteriores, determinemos los
coe�cientes de variaci�on poblacional y muestral para cada uno de ellos.

Conjunto A: f30; 30; 30; 30; 30g ) CVP = 0 % y CVM = 0 %;
Conjunto B: f60; 10; 10; 10; 60g ) CVP = 81;65 % y CVM � 91;29 %;
Conjunto C: f10; 20; 30; 40; 50g ) CVP = 47;14 % y CVM = 52;70 %;
Conjunto D: f10; 20; 90; 20; 10g ) CVP = 101;11 % y CVM = 113;04 %.

# Funci�on para calcular el coeficiente de variaci�on de la poblaci�on
> cvpop<-function(x) { sqrt(sum((x-mean(x))^2)/length(x))/mean(x)*100

}
# Funci�on para calcular el coeficiente de variaci�on muestral
> cvmue<-function(x) { sd(x)/mean(x)*100 }
> cvpop(A)
[1] 0
> cvpop(B)
[1] 81.65

79



> cvpop(C)
[1] 47.14
> cvpop(D)
[1] 101.11
> cvmue(A)
[1] 0
> cvmue(B)
[1] 91.287
> cvmue(C)
[1] 52.705
> cvmue(D)
[1] 113.04

El concepto de varianza grande o varianza peque~na es subjetivo, dependiendo
del conjunto de datos en cuesti�on. Para clasi�car la variaci�on de forma no subjetiva,
varios autores hacen una clasi�caci�on arbitraria, como se muestra en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Clasi�car la variaci�on de un conjunto de datos.
CV � 10 % La variaci�on se considera peque~na.

10 % < CV � 20 % La variaci�on se considera intermedia.
CV > 20 % La variaci�on se considera grande.

La Tabla 3.3 presenta el resumen estad��stico del ejemplo anterior.

Tabla 3.3: Resumen estad��stico de cada conjunto de datos.
X A dm � 2 s2 CVP CVM

Conjunto A: f30; 30; 30; 30; 30g 30 0 0 0 0 0 % 0 %
Conjunto B: f60; 10; 10; 10; 60g 30 50 24 600 750 81,65 % 91,29 %
Conjunto C: f10; 20; 30; 40; 50g 30 40 12 200 250 47,14 % 52,70 %
Conjunto D: f10; 20; 90; 20; 10g 30 80 24 920 1;150 101,11 % 113,04 %

Observaci�on: La Tabla 3.3 resume las medidas estad��sticas con �nes did�acticos,
considerando cada conjunto de datos en cuesti�on como una muestra o como una
poblaci�on.

3.5. Datos agrupados en clases

Los primeros datos obtenidos por el investigador, es decir, sin ning�un tipo de
tratamiento estad��stico, se denominan datos brutos o primarios. Generalmente, estos
datos aportan poca o ninguna informaci�on sobre el objeto de estudio, por lo que es
necesario organizarlos para aumentar su capacidad de informaci�on.
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A modo de ejemplo, presentamos en la Tabla 3.4 el peso (en kg) de 40 tortugas
en edad adulta.

Tabla 3.4: Peso (en kg) de 40 tortugas adultas.
19,2 22,3 19,2 19,6 16,5 22,4 18,7 20,3
25,2 25,0 21,2 20,5 21,4 21,0 19,5 19,7
21,6 17,1 18,8 18,5 17,5 18,9 17,6 19,3
23,7 18,8 17,6 21,6 17,9 24,0 20,9 18,9
19,2 20,2 18,3 14,7 19,7 17,6 21,0 17,3

La forma m�as b�asica de organizaci�on num�erica consiste en ordenar los datos en
orden ascendente o descendente. Los datos presentados de esta manera (ordenados)
se denominan ROL.

La Tabla 3.5 muestra el ROL de datos referentes al peso de las 40 tortugas en
edad adulta.

Tabla 3.5: ROL de datos sobre el peso de las tortugas.
14,7 16,5 17,1 17,3 17,5 17,6 17,6 17,6
17,9 18,3 18,5 18,7 18,8 18,8 18,9 18,9
19,2 19,2 19,2 19,3 19,5 19,6 19,7 19,7
20,2 20,3 20,5 20,9 21,0 21,0 21,2 21,4
21,6 21,6 22,3 22,4 23,7 24,0 25,0 25,2

Como podemos ver en la Tabla 3.5, la simple organizaci�on de los datos en un ROL
ascendente aumenta mucho su capacidad de informaci�on, ya que mientras la Tabla
3.4 solo nos informaba que hab��a 40 pesos de tortugas, la Tabla 3.5 nos muestra
el peso m�as peque~no y el m�as alto de las tortugas, dando una idea general de la
variaci�on de los pesos. La tortuga m�as ligera pesaba 14,7 kg y la tortuga m�as pesada
pesaba 25,2 kg. Por lo tanto, los pesos variaron en alrededor de 10,5 kg.

Para los datos cuantitativos, la forma de representaci�on m�as sencilla es la distri-
buci�on de frecuencias, es decir, es la organizaci�on de los datos en clases o categor��as,
junto con el n�umero de elementos que pertenecen a cada clase (frecuencia absoluta).
Se recomienda trabajar con datos agrupados en clases siempre que se trate de gran-
des conjuntos de datos. La literatura estad��stica sugiere que la muestra se considera
grande cuando n > 30.

3.6. Presentaci�on tabular

3.6.1. Distribuci�on de frecuencias

Una vez ordenados, los datos se pueden agrupar en clases (intervalos o rangos
de valores), con el �n de aumentar su capacidad de informaci�on. Al distribuir los
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datos observados en clases y contar el n�umero de ocurrencias en cada una de ellas,
obtenemos la frecuencia absoluta de cada clase.

La disposici�on tabular de datos agrupados en clases, m�as las frecuencias corres-
pondientes, se denomina distribuci�on de frecuencia. Para identi�car una clase, es
necesario conocer los valores de los l��mites inferior y superior de la clase, que deli-
mitan el intervalo de clase (Tavares, 2014).

La construcci�on de clases puede realizarse de forma subjetiva (a partir del co-
nocimiento del investigador sobre la caracter��stica en estudio) o con base en alg�un
criterio de categorizaci�on. En la Secci�on 3.6.2 se presentan los tres criterios adop-
tados (o situaciones consideradas) para el proceso de categorizaci�on de variables
cuantitativas discretas o continuas.

3.6.2. Construcci�on de una distribuci�on de frecuencias

Para la construcci�on de una distribuci�on de frecuencias, primero necesitamos
determinar el n�umero de clases (k) en las que se agrupar�an los datos. Por razones
pr�acticas y est�eticas, algunos autores, como Tavares (2014), recomiendan utilizar cla-
ses de 5 a 20. Hay varias indicaciones del n�umero de clases a considerar, dependiendo
del tama~no del conjunto de datos (n). Entre ellos, podemos mencionar:

Situaci�on 1. Cuando el n�umero de observaciones en el conjunto de datos es
n � 100,

k =
p

n:

Situaci�on 2. Cuando el n�umero de observaciones del conjunto de datos es n >
100,

k = 5 log(n):

Situaci�on 3. Scott (1979) propone el siguiente criterio, basado en la normalidad
de los datos:

k =
A 3

p
n

3,49s
;

siendo:
A : amplitud total;
s : desviaci�on est�andar;
n : n�umero de observaciones.

Determinado el n�umero de clases (k) de la distribuci�on de frecuencias, el siguiente
paso es obtener la amplitud de cada clase (h) a trav�es de la siguiente expresi�on:

h =
A

k � 1
:
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A continuaci�on, de�nimos los rangos de clase. Los l��mites inferior y superior de
las clases deben seleccionarse de tal manera que el valor m�as bajo observado se
encuentre en el punto medio de la primera clase. As��, el l��mite inferior de la primera
clase (LI1) vendr�a dado por:

LI 1 = X m��n �
h
2

:

Los otros l��mites se determinan luego sumando h al l��mite anterior.
Finalmente, para construir la distribuci�on de frecuencias, basta presentar las

clases obtenidas en forma tabular y contar el n�umero de observaciones (frecuencia)
dentro de cada clase.

Con la presentaci�on de los datos en forma de distribuci�on de frecuencias se resume
la informaci�on contenida en los mismos, adem�as de facilitar su visualizaci�on. Tal
presentaci�on tambi�en facilita el c�alculo de diversas medidas estad��sticas de inter�es,
adem�as de permitir la presentaci�on gr�a�ca de los datos (Tavares, 2014).

Frecuencia absoluta

Tambi�en conocida como la frecuencia simple, la frecuencia absolutafi correspon-
de al n�umero de observaciones dentro de la i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; k. La suma
de todas las frecuencias absolutas debe ser igual al n�umero de observaciones en el

conjunto de datos, es decir,
kP

i=1
f i = n.

En la Tabla 3.7, presentamos un ejemplo de distribuci�on de frecuencias de pesos

de ratas de laboratorio. Podemos observar que
kP

i=1
f i = n, esto es,

9X

i=1

f i = f 1 + f 2 + f 3 + f 4 + f 5 + f 6 + f 7 + f 8 + f 9

= 2 + 5 + 6 + 12 + 29 + 8 + 11 + 4 + 3

= 80 = n:

Frecuencia relativa

La frecuencia relativa expresa el n�umero de observaciones dentro de una clase,
en relaci�on con el n�umero total de observaciones. La frecuencia relativa de la i-�esima
clase, i = 1; 2; : : : ; k, est�a dada por:

f r i =
f i

kP

i=1
f i

;

siendo:
f i : frecuencia absoluta de la i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; k;
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kP

i=1
f i = n : sumatoria de todas las frecuencias absolutas, es decir, el n�umero total

de observaciones en el conjunto de datos.

La suma de todas las frecuencias relativas debe ser igual a 1, esto es,
kP

i=1
f r i = 1.

Frecuencia porcentual relativa

La frecuencia relativa porcentual se re�ere a la frecuencia relativa multiplicada
por 100, es decir, en t�erminos porcentuales. La frecuencia relativa porcentual de la
i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; k, est�a dada por:

f r i % =
f i

kP

i=1
f i

� 100 %;

siendo:
f i : frecuencia absoluta de la i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; k;

kP

i=1
f i = n : sumatoria de todas las frecuencias absolutas, esto es, el n�umero total

de observaciones del conjunto de datos.

La suma de todas las frecuencias relativas porcentuales debe ser igual 100 %, esto

es,
kP

i=1
f r i % = 100 %.

Frecuencia acumulada absoluta

Como observa Silva (2003), generalmente no nos interesa saber el n�umero de
observaciones que existen en una clase determinada, sino el n�umero de observaciones
por debajo o por encima de cierto punto de la distribuci�on.

De esta forma, la suma de las frecuencias de todos los valores por debajo del
l��mite superior de una determinada clase se de�ne como la frecuencia acumulada
hasta el punto de inter�es. As��, tenemos:

Ft =
tX

i=1

f i ; t � k;

siendo:
f i : frecuencia absoluta de la i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; t, t � k;

tP

i=1
f i : sumatoria de todas las frecuencias absolutas hasta la clase t en cuesti�on

(t � k).

Se puede observar que:

Ft � F t�1 = f t ; t = 2; 3; : : : ; k.
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O todav��a,
tX

i=1

f i �
t�1X

i=1

f i = f t ; t � k.

Por ejemplo, observamos en la Tabla 3.7 que la frecuencia absoluta de la segunda
clase (f2 = 5) es igual a la frecuencia acumulada de la segunda clase (F2 = 7) menos
la frecuencia acumulada de la primera clase (F1 = 2). La frecuencia absoluta de la
tercera clase (f3 = 6) es igual a la frecuencia acumulada de la tercera clase (F3 = 13)
menos la frecuencia acumulada de la segunda clase (F2 = 7), y as�� sucesivamente para
las otras clases.

Frecuencia acumulada relativa

La frecuencia relativa acumulada expresa la cantidad de observaciones dentro
de una clase y en todas las clases anteriores, en relaci�on con el n�umero total de
observaciones. La frecuencia acumulada relativa de la t-�esima clase, t = 1; 2; : : : ; k,
est�a dada por:

F r t =

tP

i=1
f i

kP

i=1
f i

; t � k;

siendo:
f i : frecuencia absoluta de la i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; t, t � k;

tP

i=1
f i : suma de todas las frecuencias absolutas hasta la clase t en cuesti�on (t � k);

kP

i=1
f i = n : sumatoria de todas las frecuencias absolutas, esto es, el n�umero total

de observaciones del conjunto de datos.

Frecuencia porcentual relativa acumulada

La frecuencia relativa porcentual acumulada de la t-�esima clase, t = 1; 2; : : : ; k,
est�a dada por:

F r t % = Fr t � 100 %; t � k:

Se puede observar que:

F r t % � Fr t�1 % = fr t %; t = 2; 3; : : : ; k.

O todav��a,
tX

i=1

f r i % �
t�1X

i=1

f r i % = fr t %; t � k.

A modo de ejemplo, podemos observar en la Tabla 3.7 que la frecuencia relati-
va porcentual acumulada de la segunda clase (F r2 % = 8,75 %) menos la frecuencia
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relativa porcentual acumulada de la primera clase (F r1 % = 2,50 %) es igual a la fre-
cuencia relativa porcentual de la segunda clase (f r2 % = 6,25 %), y as�� sucesivamente
para las otras clases.

Ejemplo pr�actico de datos agrupados en clases

Para construir una distribuci�on de frecuencia, considere el siguiente ejemplo: en
cierto laboratorio de investigaci�on, se pesaron 80 ratas (de laboratorio) de edad
adulta. Los pesos (en gramos, g) se muestran en la Tabla 3.6.

Tabla 3.6: Peso (en g) de 80 ratas de laboratorio.
241 228 126 259 206 201 233 151
197 165 147 276 246 234 156 199
161 120 199 189 197 174 201 195
201 208 149 243 204 177 233 207
214 235 202 192 202 228 221 181
204 186 205 193 200 181 241 200
196 265 206 209 185 242 137 252
174 172 196 262 278 276 206 211
209 131 185 214 151 155 222 198
183 237 242 186 193 227 209 132

Primer paso: Determinar el rango de los datos.

A = X m�ax � X m��n = 278 � 120 = 158 g:

Segundo paso: Determinar el n�umero k de clases.
Como tenemos n = 80, entonces:

k =
p

n =
p

80 � 8,94 � 9 classes:

Luego, los datos se agrupar�an en 9 clases.

Tercer paso: Determine la amplitud de clase h .

h =
A

k � 1
=

158
9 � 1

=
158
8

= 19,75 � 20 g:

Por razones pr�acticas, redondeamos a h = 20 g.

Cuarto paso: Determine el l��mite inferior de la primera clase.
La primera clase tendr�a el valor m��nimo (Xm��n ) de los datos en el punto medio.

Entonces, tenemos que:

LI 1 = X m��n �
h
2

= 120 �
20
2

= 120 � 10 = 110 g:
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Por tanto, se inicia la distribuci�on de datos agrupados en 9 clases con el valor
110 g con una amplitud de clase igual a 20 g.

Quinto paso: Construir la tabla de distribuci�on de frecuencias.

La Tabla 3.7 muestra la distribuci�on de frecuencias para el ejemplo de los pesos
de las ratas de laboratorio.

Tabla 3.7: Distribuci�on de frecuencias de los pesos de las ratas.
Clases f i f r i f r i % Fi Fr i Fr i %

110 ` 130 2 0,0250 2,50 % 2 0,0250 2,50 %
130 ` 150 5 0,0625 6,25 % 7 0,0875 8,75 %
150 ` 170 6 0,0750 7,50 % 13 0,1625 16,25 %
170 ` 190 12 0,1500 15,00 % 25 0,3125 31,25 %
190 ` 210 29 0,3625 36,25 % 54 0,6750 67,50 %
210 ` 230 8 0,1000 10,00 % 62 0,7750 77,50 %
230 ` 250 11 0,1375 13,75 % 73 0,9125 91,25 %
250 ` 270 4 0,0500 5,00 % 77 0,9625 96,25 %
270 ` 290 3 0,0375 3,75 % 80 1,0000 100,00 %

P
80 1,0000 100,00 %

Podemos observar que
kP

i=1
f i = n, esto es,

9X

i=1

f i = f 1 + f 2 + f 3 + f 4 + f 5 + f 6 + f 7 + f 8 + f 9

= 2 + 5 + 6 + 12 + 29 + 8 + 11 + 4 + 3

= 80 = n:

Interpretaci�on de la frecuencia absoluta (f i ):

f 1 : 2 ratas pesan entre110 g y 130 g;
f 2 : 5 ratas pesan entre 130 g y 150 g;
f 3 : 6 ratas pesan entre 150 g y 170 g;
...

An�alogamente se realiza la interpretaci�on de las frecuencias relativas y porcen-
tuales relativas.

Interpretaci�on de la frecuencia acumulada absoluta (F i ):

F1 : 2 ratas pesan menos que 130 g;
F2 : 7 ratas pesan menos que 150 g;
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F3 : 13 ratas pesan menos que 170 g;
...

An�alogamente, se interpretan las frecuencias relativa acumulada y la frecuencia
relativa porcentual acumulada.

Comandos para construir el gr�a�co en la Figura 3.5 en el software R:

> clases<-function(x) { # funci�on que determina el n�umero de clases
n<-length(x)
if (n<=100) k<-sqrt(n) else k<-5*log(n)
return(round(k)) }
> X<-c(241,228,126,259,206,201,233,151,197,165,147,276,246,234,
156,199,161,120,199,189,197,174,201,195,201,208,149,243,204,177,
233,207,214,235,202,192,202,228,221,181,204,186,205,193,200,181,
241,200,196,265,206,209,185,242,137,252,174,172,196,262,278,276,
206,211,209,131,185,214,151,155,222,198,183,237,242,186,193,227,
209,132)
> n<-length(X)
> k<-clases(X) # n�umero de clases
> h<-round((max(X)-min(X))/(k-1)) # amplitud de la clase
# Crea los l��mites de las clases
> breaks<-seq(min(X)-(h/2), k*h+min(X)-(h/2), by=h)
> weight.cut<-cut(X, breaks, right=FALSE)
> weight.freq<-table(weight.cut) # tabla de frecuencias
> cbind(weight.freq,weight.freq/n, cumsum(weight.freq),
cumsum(weight.freq/n))

weight.freq
[110,130) 2 0.0250 2 0.0250
[130,150) 5 0.0625 7 0.0875
[150,170) 6 0.0750 13 0.1625
[170,190) 12 0.1500 25 0.3125
[190,210) 29 0.3625 54 0.6750
[210,230) 8 0.1000 62 0.7750
[230,250) 11 0.1375 73 0.9125
[250,270) 4 0.0500 77 0.9625
[270,290) 3 0.0375 80 1.0000

3.6.3. Medidas de posici�on o tendencia central

Al investigar una distribuci�on sim�etrica (o al menos aproximadamente sim�etrica),
se observa que, en general, los datos son m�as frecuentes cerca de un valor central
y se vuelven m�as escasos a medida que se aleja de �el. La obtenci�on de este valor
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central es de gran importancia tanto para la investigaci�on como para la extensi�on
(Ferreira, 1996).

Para ejempli�car1, considere una situaci�on en la que, en una gran empresa pro-
ductora de soja, el empleador requiere que el agr�onomo le proporcione una esti-
maci�on de la productividad del �area de 5.000 hect�areas plantadas en una regi�on
de Brasil. El empleador tomar�a una decisi�on importante con base en esta estima-
ci�on. Con el uso de m�etodos de muestreo adecuados, una medida de posici�on y su
error, el ingeniero agr�onomo podr�a brindar la informaci�on solicitada con una alta
probabilidad de �exito.

En esta secci�on, veremos medidas de posici�on o tendencia central y medidas de
dispersi�on para la situaci�on en la que los datos se agrupan en clases. Sin embargo,
primero es necesario introducir el concepto de hip�otesis tabular b�asica (tal como lo
presenta y discute Ferreira, 1996).

Hip�otesis tabular b�asica

Para efecto del an�alisis matem�atico, se supone que todas las observaciones conte-
nidas en un intervalo de clase son iguales al punto medio de la clase. Esta suposici�on
(o hip�otesis) se conoce como la hip�otesis tabular b�asica.

Los c�alculos de las medidas de posici�on y dispersi�on considerando los puntos me-
dios de las clases como representantes de todos sus elementos, tienen menor precisi�on
que los realizados con datos brutos o elaborados.

Sin embargo, tales errores, como han se~nalado muchos investigadores estad��sticos,
pueden considerarse despreciables y, por lo tanto, deben ser ignorados. La ventaja
de utilizar la distribuci�on de frecuencias se re�ere a la simpli�caci�on estructural de
los datos sin mayor p�erdida de precisi�on, as�� como al aumento de la facilidad de los
c�alculos debido a estas simpli�caciones, adem�as de dar una idea de la forma de la
distribuci�on de la variable a trav�es de la representaci�on gr�a�ca.

Media

El promedio es ciertamente la medida de posici�on o tendencia central m�as
utilizada en la pr�actica, siendo adecuada cuando los datos presentan una distribuci�on
sim�etrica o aproximadamente sim�etrica.

Para diferenciar la media poblacional y muestral, se utilizar�a la siguiente nota-
ci�on:

Media poblacional:

1Ejemplo adaptado de Ferreira (1996).
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� =

kP

i=1
f i mi

kP

i=1
f i

:

Media muestral:

X =

kP

i=1
f i mi

kP

i=1
f i

;

donde:
mi : punto medio de la i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; k;
f i : frecuencia absoluta de la i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; k.

Entonces, en el ejemplo de las ratas, considerando que 80 ratas son la poblaci�on,
tenemos:

� =

kP

i=1
f i mi

kP

i=1
f i

=
16;140

80
= 201,75 g:

# Funci�on para calcular el promedio (datos agrupados)
> mediafreq<-function(m,f) { sum(f*m)/sum(f) }
> f<-c(2,5,6,12,29,8,11,4,3)
> m<-seq(120,280,20)
> mediafreq(m,f)
[1] 201.75

Interpretaci�on: El peso medio de los ratones es de 201,75 g, o incluso el valor
medio en el que se concentran los pesos de los ratones es de � = 201,75 g.

Mediana

En el caso de datos agrupados en k clases, la mediana se puede calcular mediante
la siguiente f�ormula:

Me = LI Me +

0

B
B
@

kP

i=1
f i

2 � F ant

f Me

1

C
C
A � h;

en que:
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LI Me : limite inferior de clase mediana;
f i : frecuencia absoluta de i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; k;
Fant : frecuencia acumulada anterior a la clase mediana;
f Me : frecuencia absoluta de la clase mediana;
h : amplitud de la clase mediana.

Entonces, en el ejemplo de los ratones tenemos:

Me = LI Me +

0

B
B
@

kP

i=1
f i

2 � F ant

f Me

1

C
C
A � h = 190 +

� 80
2 � 25

29

�
� 20 � 200,34 g:

# Funci�on para el c�alculo de la mediana (datos agrupados)
> medianafreq<-function(m,f) {
acu<-cumsum(f)/sum(f)
for (o in 1:length(acu))
if (acu[o]>=0.5) break
if(o==1) {
h<-m[o+1]-m[o]
Fant<-0
} else {
h<-m[o]-m[o-1]
Fant<-cumsum(f)[o-1]
}
LI<-m[o]-h/2
mediana<-LI+((sum(f)/2-Fant)/f[o])*h
return(mediana) }
> medianafreq(m,f)
[1] 200.3448

Interpretaci�on: 50 % de los ratones pesan abajo de 200,34 g y 50 % pesan arriba
de 200,34 g.

Moda bruta

La moda bruta para datos agrupados es calculada de la siguiente forma:

Mob = LI Mo +
h
2

;

donde:
LI Mo : l��mite inferior de la clase modal;
h : amplitud de la clase modal.
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Entonces, en el ejemplo de los ratones, tenemos:

Mob = LI Mo +
h
2

= 190 +
20
2

= 200 g:

# Funci�on para el c�alculo de la moda bruta (datos agrupados)
> modafreq<-function(m,f) {
o<-which.max(f)
h<-m[o]-m[o-1]
LI<-m[o]-h/2
moda<-LI+h/2
return(moda) }
> modafreq(m,f)
[1] 200

Moda de Czuber

La moda se de�ne como la categor��a o valor que ocurre con mayor frecuencia en
un conjunto de datos cualitativos o cuantitativos discretos. Para datos cuantitativos
continuos, la moda corresponde al valor de densidad m�as alta. Por tanto, para datos
de este tipo, el estimador modal se basa en la distribuci�on de frecuencias. Este
estimador busca encontrar el punto m�aximo del pol��gono de frecuencias (Ferreira,
1996).

A continuaci�on, se calcula la moda de un conjunto de datos cuantitativos conti-
nuos a partir de la distribuci�on de frecuencias (histograma de frecuencias) utilizando
un m�etodo geom�etrico (m�etodo de Czuber). Este m�etodo tiene en cuenta la in
uen-
cia que las clases adyacentes tienen sobre la moda, \desplaz�andola" hacia la clase
con la frecuencia m�as alta. Lo que da como resultado la siguiente expresi�on:

Mo = LI Mo +
� 1

� 1 + � 2
� h;

donde:
LI Mo : l��mite inferior de la clase modal;
� 1 : diferencia entre la frecuencia de la clase modal y la inmediatamente anterior;
� 2 : diferencia entre la frecuencia de la clase modal y la inmediatamente poste-

rior;
h : altura (amplitud) de la clase modal.

Entonces, en el ejemplo de los ratones, tenemos:

Mo = LI Mo +
� 1

� 1 + � 2
� h = 190 +

�
17

17 + 21

�
� 20 � 198,95 g:
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# Funci�on para el c�alculo de la moda de Czuber (datos agrupados)
> modaCzuber<-function(m,f) {
o<-which.max(f)
h<-m[o]-m[o-1]
LI<-m[o]-h/2
moda<-LI+((f[o]-f[o-1])/(2*f[o]-f[o-1]-f[o+1]))*h
return(moda) }
> modaCzuber(m,f)
[1] 198.9474

La Figura 3.11 muestra geom�etricamente la obtenci�on de la moda para datos
agrupados en clases por el m�etodo de Czuber.

Figura 3.11: Representaci�on gr�a�ca de la obtenci�on de la moda para datos agrupados.

Siendo LIMo el l��mite inferior de la clase modal, LSMo el l��mite superior de la
clase modal, y x la distancia entre LIMo y la moda (Mo), se veri�ca a trav�es del
histograma de esa �gura que:

Mo = LI Mo + x: (3.1)

Como los tri�angulos ABE y CDE son semejantes, sigue que:

EF

AB
=

EG

CD
,

x
� 1

=
h � x

� 2
:
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Resolviendo la ecuaci�on seg�un de x, obtenemos:

x� 2 = � 1 (h � x)

x� 2 = � 1h � � 1x

x� 2 + � 1x = � 1h

x (� 1 + � 2) = � 1h

x =
� 1h

� 1 + � 2
:

De esta forma, tenemos que:

x =
� 1

� 1 + � 2
� h: (3.2)

Substituyendo (3.2) en (3.1), obtenemos, �nalmente, la expresi�on para la moda
por el m�etodo de Czuber:

Mo = LI Mo + x

= LI Mo +
� 1

� 1 + � 2
� h:

Como observa Ferreira (1996), el estimador modal tambi�en puede ser considerado
como el valor medio de la clase modal. Esto se justi�ca por la hip�otesis tabular
b�asica, seg�un la cual todos los valores de una clase son iguales al punto medio de la
clase. Debido a su e�ciencia, en este material se considerar�a el m�etodo geom�etrico
presentado anteriormente.

Hecho 1. Si � 1 = � 2, entonces la moda de Czuber se reduce a la moda cruda:

Mo = LI Mo +
h
2

:

Demonstraci�on: Como � 1 = � 2, sigue que:

Mo = LI Mo +
� 1

� 1 + � 2
� h = LI Mo +

� 1

� 1 + � 1
� h

= LI Mo +
� 1

2� 1
� h = LI Mo +

h
2

: �

3.6.4. Medidas de dispersi�on

Para estudiar el grado de variabilidad de los valores de un conjunto de datos
agrupados en clases, utilizaremos las medidas de dispersi�on (varianza y desviaci�on
est�andar) ya presentadas en la Secci�on 3.4 para el caso de datos no agrupados.
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Varianza

Para el caso de datos agrupados en clases, las varianzas poblacional y muestral
se expresan, respectivamente, por:

Varianza poblacional:

� 2 =
1
n

2

6
6
6
4

kX

i=1

f i m2
i �

�
kP

i=1
f i mi

� 2

n

3

7
7
7
5

:

Varianza muestral:

s2 =
1

n � 1

2

6
6
6
4

kX

i=1

f i m2
i �

�
kP

i=1
f i mi

� 2

n

3

7
7
7
5

;

donde:
mi : punto medio de la i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; k;
f i : frecuencia absoluta de la i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; k.

Entonces, en el ejemplo de las ratas, considerando que los 80 ratones son la
poblaci�on, tenemos:

� 2 =
1
n

2

6
6
6
4

kX

i=1

f i m2
i �

�
kP

i=1
f i mi

� 2

n

3

7
7
7
5

=
1
80

"

3.355.600 �
(16.140)2

80

#

� 1.241,94 g2:

Considerando que los 80 ratones son una muestra, tenemos:

s2 =
1

n � 1

2

6
6
6
4

kX

i=1

f i m2
i �

�
kP

i=1
f i mi

� 2

n

3

7
7
7
5

=
1
79

"

3.355.600 �
(16.140)2

80

#

� 1.257,66 g2:
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# Funci�on para el c�alculo de la varianza poblacional (datos agrupados
)

> varfreqpop<-function(m,f) {
(sum(f*m^2)-(sum(f*m)^2)/sum(f))/sum(f) }
# Funci�on para el c�alculo de la varianza muestral (datos agrupados)
> varfreqmue<-function(m,f) {
(sum(f*m^2)-(sum(f*m)^2)/sum(f))/(sum(f)-1) }
> varfreqpop(m,f)
[1] 1241.938
> varfreqmue(m,f)
[1] 1257.658

Desviaci�on est�andar

Para el caso de datos agrupados en clases, las desviaciones est�andar poblacionales
y muestrales se expresan, respectivamente, por:

Desviaci�on est�andar de la poblaci�on:

� =
p

� 2 =

vu
u
u
u
u
u
t

1
n

2

6
6
6
4

kX

i=1

f i m2
i �

�
kP

i=1
f i mi

� 2

n

3

7
7
7
5

:

Desviaci�on est�andar de la muestra:

s =
p

s2 =

vu
u
u
u
u
u
t

1
n � 1

2

6
6
6
4

kX

i=1

f i m2
i �

�
kP

i=1
f i mi

� 2

n

3

7
7
7
5

;

donde:
mi : punto medio de la i-�esima clase; i = 1; 2; : : : ; k;
f i : frecuencia absoluta de la i-�esima clase, i = 1; 2; : : : ; k.

Entonces, en el ejemplo de las ratas, considerando que los 80 ratones son la
poblaci�on, tenemos:

� =
p

� 2 =
p

1.241,94 � 35,24 g:

Considerando que los 80 ratones son una muestra, tenemos:

s =
p

s2 =
p

1.257,66 � 35,46 g:
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# Funci�on para calcular la desviaci�on est�andar pob. (datos agrupados)
> sqrt(varfreqpop(m,f))
[1] 35.24113
#Funci�on para calcular la desviaci�on est�andar de la muestra (datos

agrupados)
> sqrt(varfreqmue(m,f))
[1] 35.46348

3.6.5. Medidas de separaci�on

Las separatrices (o cuantiles) son medidas de posici�on que dividen la secuencia
de datos ordenados (ROL) en partes iguales. Las principales medidas separativas
utilizadas en Estad��stica Descriptiva son: cuartiles, deciles y percentiles.

Cuartil

Los cuartiles dividen una sucesi�on de datos ordenados (ROL) en cuatro partes
iguales.

La Figura 3.12 muestra gr�a�camente la separaci�on del conjunto de datos por
medio de los cuartiles.

Figura 3.12: Separaci�on del conjunto de datos por cuartiles.

As��,
Q1 : es el primer cuartil (25 % de las observaciones est�an abajo de �el);
Q2 : es el segundo cuartil (50 % de las observaciones est�an abajo de �el);
Q3 : es el tercer cuartil (75 % de las observaciones est�an abajo de �el);
Q4 : es el cuarto cuartil (100 % de las observaciones est�an abajo de �el).

La siguiente expresi�on nos da el valor del i -�esimo cuartil (Qi ), i = 1; 2; 3; 4, para
datos agrupados en clases:

Qi = LI Q i +

0

B
B
@

i �

kP

i=1
f i

4 � F ant

f Q i

1

C
C
A � h;

donde:
LI Q i : l��mite inferior de la clase que contiene el Qi , i = 1; 2; 3; 4;
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Fant : frecuencia acumulada anterior a la clase que contiene el Qi , i = 1; 2; 3; 4;
f Q i : frecuencia de la clase que contiene el Qi , i = 1; 2; 3; 4;
h : altura (amplitud) de la clase que contiene el Qi , i = 1; 2; 3; 4.

# Funci�on para calcular cuartiles (datos agrupados)
> quartilfreq<-function(m,f) {
quartil<-c()
acu<-cumsum(f)/sum(f)
qaux<-seq(0.25,1,0.25)
for(j in 1:4) {
for (o in 1:length(acu))
if (acu[o]>=qaux[j]) break
if(o==1) {
h<-m[o+1]-m[o]
Fant<-0
} else {
h<-m[o]-m[o-1]
Fant<-cumsum(f)[o-1]
}
LI<-m[o]-h/2
quartil[j]<-LI+(((j*sum(f)/4)-Fant)/f[o])*h }
return(quartil) }

Observaci�on: La expresi�on algebraica que te permite calcular el segundo cuartil
(Q2) de la distribuci�on, coincide con la expresi�on de la mediana (Me), pues ambas
medidas dejan el 50 % de las observaciones ordenadas abajo de ellas. De esta forma,
cuando nos referimos al segundo cuartil de la distribuci�on, nos estamos re�riendo a
su mediana.

Vamos a determinar el Q1; Q2; Q3 y Q4 en el ejemplo de los ratones:

Q1 = LI Q i +

0

B
B
@

1 �

kP

i=1
f i

4 � F ant

f Q1

1

C
C
A � h = 170 +

�
1 � 80

4 � 13
12

�
� 20

� 181,67 g:

Interpretaci�on: 25 % de los ratones pesan abajo de 181,67 g.

Q2 = LI Q2 +

0

B
B
@

2 �

kP

i=1
f i

4 � F ant

f Q2

1

C
C
A � h = 190 +

�
2 � 80

4 � 25
29

�
� 20

� 200,34 g:
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Interpretaci�on: 50 % de los ratones pesan abajo de 200,34 g.

Q3 = LI Q3 +

0

B
B
@

3 �

kP

i=1
f i

4 � F ant

f Q3

1

C
C
A � h = 210 +

�
3 � 80

4 � 54
8

�
� 20

= 225 g:

Interpretaci�on: 75 % de los ratones pesan abajo de 225 g.

Q4 = LI Q4 +

0

B
B
@

4 �

kP

i=1
f i

4 � F ant

f Q4

1

C
C
A � h = 270 +

�
4 � 80

4 � 77
3

�
� 20

= 290 g:

Interpretaci�on: 100 % de los ratones pesan abajo de 290 g.

> quartilfreq(m,f)
[1] 181.6667 200.3448 225.0000 290.0000

Decil

Son valores que separan una secuencia de datos ordenados (ROL) en diez
partes iguales.

La Figura 3.13 muestra gr�a�camente la separaci�on del conjunto de datos por
medio de deciles.

Figura 3.13: Separaci�on del conjunto de datos a trav�es de los deciles.

As��,
D1 : es el primer decil (10 % de las observaciones est�an abajo de �el);
D2 : es el segundo decil (20 % de las observaciones est�an abajo de �el);
D3 : es el tercero decil (30 % de las observaciones est�an abajo de �el);
...

D10 : es el d�ecimo decil (100 % de las observaciones est�an abajo de �el).

El i -�esimo decil, i = 1; 2; : : : ; 10, a partir de un conjunto de datos organizados en
forma de distribuci�on de frecuencias, se puede obtener mediante la siguiente f�ormula:
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D i = LI D i +

0

B
B
@

i �

kP

i=1
f i

10 � F ant

f D i

1

C
C
A � h;

donde:
LI D i : l��mite inferior de la clase que contiene el Di ;
Fant : frecuencia acumulada anterior a la clase que contiene el Di ;
f D i : frecuencia de la clase que contiene el Di ;
h : altura (amplitud) de la clase que contiene el Di .

# Funci�on para el c�alculo de los deciles (datos agrupados)
> decilfreq<-function(m,f) {
decil<-c()
acu<-cumsum(f)/sum(f)
qaux<-seq(0.1,1,0.1)
for(j in 1:10) {
for (o in 1:length(acu))
if (acu[o]>=qaux[j]) break
if(o==1) {
h<-m[o+1]-m[o]
Fant<-0
} else {
h<-m[o]-m[o-1]
Fant<-cumsum(f)[o-1]
}
LI<-m[o]-h/2
decil[j]<-LI+(((j*sum(f)/10)-Fant)/f[o])*h }
return(decil) }

En el ejemplo de los ratones, tenemos:

D1 � 153,33 g. Interpretaci�on: 10 % de los ratones pesan abajo de 153,33 g.
D2 = 175 g. Interpretaci�on: 20 % de los ratones pesan abajo de 175 g.
D3 � 188,33 g. Interpretaci�on: 30 % de los ratones pesan abajo de 188,33 g.
D4 � 194,83 g. Interpretaci�on: 40 % de los ratones pesan abajo de 194,83 g.
D5 � 200,34 g. Interpretaci�on: 50 % de los ratones pesan abajo de 200,34 g.
D6 � 205,86 g. Interpretaci�on: 60 % de los ratones pesan abajo de 205,86 g.
D7 = 215 g. Interpretaci�on: 70 % de los ratones pesan abajo de 215 g.
D8 � 233,64 g. Interpretaci�on: 80 % de los ratones pesan abajo de 233,64 g.
D9 � 248,18 g. Interpretaci�on: 90 % de los ratones pesan abajo de 248,18 g.
D10 = 290 g. Interpretaci�on: 100 % de los ratones pesan abajo de 290 g.
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> decilfreq(m,f)
[1] 153.3333 175.0000 188.3333 194.8276 200.3448 205.8621
[7] 215.0000 233.6364 248.1818 290.0000

Percentil

Son valores que separan una secuencia de datos ordenados (ROL) en 100
partes iguales.

La Figura 3.14 muestra gr�a�camente la separaci�on del conjunto de datos por
medio de percentiles.

Figura 3.14: Separaci�on del conjunto de datos por percentiles.

As��,
P1 : es el primer percentil (1 % de las observaciones est�an debajo de �el));
P2 : es el segundo percentil (2 % de las observaciones est�an debajo de �el);
P3 : es el tercer percentil (3 % de las observaciones est�an debajo de �el);
...

P100 : es el cent�esimo percentil (100 % de las observaciones est�an debajo de �el).

El i -�esimo percentil, i = 1; 2; : : : ; 100, de un conjunto de datos organizados en
forma de distribuci�on de frecuencias, se puede obtener mediante la siguiente f�ormula:

Pi = LI Pi +

0

B
B
@

i �

kP

i=1
f i

100 � F ant

f Pi

1

C
C
A � h;

donde:

LI Pi : l��mite inferior de la clase que contiene el Pi ;
Fant : frecuencia acumulada anterior a la clase que contiene el Pi ;
f Pi : frecuencia de la clase que contiene el Pi ;
h : altura (amplitud) de la clase que contiene el Pi .

# Funci�on para el c�alculo de los percentiles (datos agrupados)
> percentilfreq<-function(m,f,per) {
acu<-cumsum(f)/sum(f)
for (o in 1:length(acu))
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if (acu[o]>=(per/100)) break
if(o!=1) { h<-m[o]-m[o-1]
LI<-m[o]-h/2
percentil<-LI+(((per*sum(f)/100)-cumsum(f)[o-1])/f[o])*h } else {
h<-m[o+1]-m[o]
LI<-m[o]-h/2
percentil<-LI+(((per*sum(f)/100))/f[o])*h }
return(percentil) }

En el ejemplo de los ratones, determinemos los percentiles: P5, P13, P35, P45, P50,
P65, P85 y P97.

P5 = 138 g. Interpretaci�on: 5 % de los ratones pesan abajo de 138 g.
P13 � 161,33 g. Interpretaci�on: 13 % de los ratones pesan abajo de 161,33 g.
P35 � 192,07 g. Interpretaci�on: 35 % de los ratones pesan abajo de 192,07 g.
P45 � 197,59 g. Interpretaci�on: 45 % de los ratones pesan abajo de 197,59 g.
P50 � 200,34 g. Interpretaci�on: 50 % de los ratones pesan abajo de 200,34 g.
P65 � 208,62 g. Interpretaci�on: 65 % de los ratones pesan abajo de 208,62 g.
P85 � 240,91 g. Interpretaci�on: 85 % de los ratones pesan abajo de 240,91 g.
P97 = 274 g. Interpretaci�on: 97 % de los ratones pesan abajo de 274 g.

Observaci�on: Podemos veri�car, en el ejemplo de los pesos de los ratones, que:

Me = Q 2 = D 5 = P 50 � 200,34 g:

> percentilfreq(m,f,5)
[1] 138
> percentilfreq(m,f,13)
[1] 161.3333
> percentilfreq(m,f,35)
[1] 192.069
.......................
> percentilfreq(m,f,85)
[1] 240.9091
> percentilfreq(m,f,97)
[1] 274

Ejemplo 36. Considerando de nuevo los datos referentes a credit scoring, la Tabla
3.8 muestra la distribuci�on de frecuencias para datos agrupados en clases, para la
variable \edad" del cliente.
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Tabla 3.8: Distribuci�on de frecuencias de las edades de los clientes.
Clases f i f r i f r i % Fi Fr i Fr i %

16 ` 20 30 0,0300 3,00 % 30 0,0300 3,00 %
20 ` 24 160 0,1600 16,00 % 190 0,1900 19,00 %
24 ` 28 179 0,1790 17,90 % 369 0,3690 36,90 %
28 ` 32 145 0,1450 14,50 % 514 0,5140 51,40 %
32 ` 36 142 0,1420 14,20 % 656 0,6560 65,60 %
36 ` 40 89 0,0890 8,90 % 745 0,7450 74,50 %
40 ` 44 71 0,0710 7,10 % 816 0,8160 81,60 %
44 ` 48 61 0,0610 6,10 % 877 0,8770 87,70 %
48 ` 52 34 0,0340 3,40 % 911 0,9110 91,10 %
52 ` 56 30 0,0300 3,00 % 941 0,9410 94,10 %
56 ` 60 21 0,0210 2,10 % 962 0,9620 96,20 %
60 ` 64 20 0,0200 2,00 % 982 0,9820 98,20 %
64 ` 68 11 0,0110 1,10 % 993 0,9930 99,30 %
68 ` 72 1 0,0010 0,10 % 994 0,9940 99,40 %
72 ` 76 6 0,0060 0,60 % 1.000 1,0000 100,00 %

P
1.000 1,0000 100,00 %

Para calcular las medidas de posici�on y dispersi�on, necesitamos la siguiente tabla:

Tabla 3.9: Tabla para el c�alculo de las medidas-resumen.
Clases f i mi Fi Fr i % f i mi f i m2

i

16 ` 20 30 18 30 3,00 % 540 9.720
20 ` 24 160 22 190 19,00 % 3.520 77.440
24 ` 28 179 26 369 36,90 % 4.654 121.004
28 ` 32 145 30 514 51,40 % 4.350 130.500
32 ` 36 142 34 656 65,60 % 4.828 164.152
36 ` 40 89 38 745 74,50 % 3.382 128.516
40 ` 44 71 42 816 81,60 % 2.982 125.244
44 ` 48 61 46 877 87,70 % 2.806 129.076
48 ` 52 34 50 911 91,10 % 1.700 85.000
52 ` 56 30 54 941 94,10 % 1.620 87.480
56 ` 60 21 58 962 96,20 % 1.218 70.644
60 ` 64 20 62 982 98,20 % 1.240 76.880
64 ` 68 11 66 993 99,30 % 726 47.916
68 ` 72 1 70 994 99,40 % 70 4.900
72 ` 76 6 74 1.000 100,00 % 444 32.856

P
1.000 34.080 1.291.328
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C�alculo de la media de las edades de los clientes:

X =

kP

i=1
f i mi

kP

i=1
f i

=
34.080
1.000

= 34,08 a~nos.

Interpretaci�on: La edad media de los clientes del ejemplo de credit scoring es
de 34,08 a~nos.

> f<-c(30,160,179,145,142,89,71,61,34,30,21,20,11,1,6)
> m<-seq(18,74,4)
> mediafreq(m,f)
[1] 34.08

C�alculo de la mediana de edad de los clientes:

Me = LI Me +

0

B
B
@

kP

i=1
f i

2 � F ant

f Me

1

C
C
A � h = 28 +

� 1.000
2 � 369

145

�
� 4

� 31,61 a~nos.

Interpretaci�on: 50 % de los clientes tienen edad abajo de 31,61 a~nos y 50 % de
los clientes tienen edad superior a 31,61 a~nos.

> medianafreq(m,f)
[1] 31.61379

C�alculo de la moda bruta de las edades de los clientes:

Mob = LI Mo +
h
2

= 24 +
4
2

= 26 a~nos.

> modafreq(m,f)
[1] 26

C�alculo de la moda de Czuber de las edades de los clientes:

Mo = LI Mo +
� 1

� 1 + � 2
� h = 24 +

19
19 + 34

� 4

� 25,43 a~nos.
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> modaCzuber(m,f)
[1] 25.43396

C�alculo de la varianza muestral de las edades de los clientes:

s2 =
1

n � 1

2

6
6
6
4

kX

i=1

f i m2
i �

�
kP

i=1
f i mi

� 2

n

3

7
7
7
5

=
1

999

"

1.291.328 �
(34.080)2

1.000

#

� 130,01 a~nos2:

> varfreqmue(m,f)
[1] 130.0116

C�alculo de la desviaci�on est�andar de la muestra de las edades de los
clientes:

s =
p

s2 =
p

130,01 � 11,40 a~nos.

> sqrt(varfreqmue(m,f))
[1] 11.40226

C�alculo del primer cuartil de las edades de los clientes:

Q1 = LI Q1 +

0

B
B
@

1 �

kP

i=1
f i

4 � F ant

f Q1

1

C
C
A � h = 24 +

�
1 � 1.000

4 � 190
179

�
� 4

� 30,93 a~nos.

Interpretaci�on: 25 % de los clientes tienen edad inferior a 30,93 a~nos.

C�alculo del segundo cuartil de las edades de los clientes:

Q2 = LI Q2 +

0

B
B
@

2 �

kP

i=1
f i

4 � F ant

f Q2

1

C
C
A � h = 28 +

�
2 � 1.000

4 � 369
145

�
� 4

� 31,61 a~nos.
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Interpretaci�on: 50 % de los clientes tienen edad abajo de 31,61 a~nos.

C�alculo del tercer cuartil de las edades de los clientes:

Q3 = LI Q3 +

0

B
B
@

3 �

kP

i=1
f i

4 � F ant

f Q3

1

C
C
A � h = 40 +

�
3 � 1.000

4 � 745
71

�
� 4

� 40,28 a~nos.

Interpretaci�on: 75 % de los clientes tienen edad abajo de 40,28 a~nos.

C�alculo del cuarto cuartil de las edades de los clientes:

Q4 = LI Q4 +

0

B
B
@

4 �

kP

i=1
f i

4 � F ant

f Q4

1

C
C
A � h = 72 +

�
4 � 1.000

4 � 994
6

�
� 4

= 76 a~nos.

Interpretaci�on: 100 % de los clientes tienen edad abajo de 76 a~nos. Podemos
observar que el cuarto cuartil es el l��mite superior de la �ultima clase del conjunto de
datos.

De manera an�aloga, podemos calcular los deciles y percentiles deseados.

> quartilfreq(m,f)
[1] 25.34078 31.61379 40.28169 76.00000

3.7. Consideraciones �nales

En este cap��tulo estudiamos c�omo obtener informaci�on a partir de datos brutos
(o primarios) a trav�es de la Estad��stica Descriptiva, que tiene como objetivo resu-
mir la informaci�on contenida en una muestra o censo a trav�es de dos herramientas
principales: distribuciones de frecuencia y medidas num�ericas descriptivas.

Presentamos las principales herramientas gr�a�cas utilizadas para representar la
distribuci�on de variables cualitativas (gr�a�co de barras, gr�a�co circular y gr�a�co
rectangular) y variables cuantitativas (histograma, pol��gono de frecuencias, gr�a�co
temporal y box plot). As�� como las medidas de posici�on m�as utilizadas (media, mo-
da, mediana y otros separadores) y dispersi�on (amplitud, desviaci�on media, varianza,
desviaci�on est�andar y coe�ciente de variaci�on). A pesar de su importancia, las me-
didas asociadas con la forma de una distribuci�on de datos (coe�cientes de asimetr��a
y curtosis) no se abordaron en este material.

Tambi�en consideramos la situaci�on en la que los datos se organizan en grupos o
categor��as/clases.
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3.8. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. Clasi�que cada una de las siguientes variables como cualitativas (no-
minales u ordinales) o cuantitativas (discretas o continuas).

a) Color de pelo.
b) Rango de edad.
c) N�umero de goles marcados en un partido de la Primera Divisi�on de Chile

2025.
d) Estado civil.
e) Tasa de deformaci�on de una probeta en un ensayo de compresi�on simple.
f ) N�umero de muertes por covid-19 registradas diariamente en un distrito (ciu-

dad) de la regi�on metropolitana de Lima, Per�u.
g) Grado de escolaridad.
h) Resistencia a la presi�on de colapso de una tuber��a de PVC.

Ejercicio 2. En una encuesta realizada a vecinos de cierta localidad, para conocer
su opini�on sobre un proyecto del gobierno, se obtuvo el siguiente resultado:

A favor - 32 %; En contra - 63 %; Indiferente - 5 %.

Haga una representaci�on gr�a�ca apropiada de los resultados de esta investigaci�on.

Ejercicio 3. En un laboratorio de investigaci�on se pesaron 15 cuyes despu�es de
cierto tratamiento. Los pesos (en g) obtenidos fueron:

961 773 604 987 660 961 733 926
627 802 814 1:093 682 885 897 1:393

a) Calcule la media, la mediana, el rango y la desviaci�on est�andar de la muestra
de los pesos.

b) Haga una representaci�on gr�a�ca adecuada de la distribuci�on de datos.

Ejercicio 4. Una encuesta del Instituto MAS sobre los equipos de f�utbol con mayor
concurrencia de la regi�on metropolitana de S~ao Paulo, Brasil, realizada entre el 2 y
el 3 de octubre del 2018, arroj�o los datos (frecuencias absolutas) presentados en la
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siguiente tabla.

Sexo
Club preferido Masculino Femenino Total

Corinthians 130 160 290
Palmeiras 93 54 147
S~ao Paulo 54 76 130

Santos 54 29 83
Flamengo 19 16 35

Otros 16 2 18
Ninguno 105 215 320
Total 471 552 1.023

Construye un gr�a�co en barras m�ultiples y compara el comportamiento de la
variable \Club preferido" en las diferentes categor��as de la variable \Sexo".

Ejercicio 5. La siguiente tabla presenta el peso (en kg) y la altura (en cm) de 10
individuos elegidos al azar de una poblaci�on. >D�onde hay mayor variabilidad: en la
distribuci�on de pesos o tallas de estos individuos? Utilice el coe�ciente de variaci�on
muestral para responder a esta pregunta?.

Peso (kg) 59 80 56 67 70 47 84 86 69 64
Altura (cm) 170 177 196 175 195 173 174 158 171 162

Ejercicio 6. En cierto barrio de la capital de una provincia de Argentina, hay
tres escuelas p�ublicas en las que desde hace algunos a~nos se presenta deserci�on
escolar. Las autoridades escolares publicaron datos de deserci�on escolar bimestrales
en n�umero de estudiantes, de la siguiente manera (datos �cticios):

Escuela A 16 10 12 17 14 18 25 37 29 14
Escuela B 13 12 17 43 18 10 23 15 10 11
Escuela C 12 17 15 16 10 28 39 33 8 9

a) Obtenga la media, la mediana, la moda, el rango, el primer y tercer cuartil,
la varianza, la desviaci�on est�andar y el coe�ciente de variaci�on para el n�umero de
abandonos en cada escuela.

b) Construya, en la misma gr�a�ca, el box plot del n�umero de estudiantes que
abandonaron para cada una de las tres escuelas. Comente la dispersi�on, puntos
extremos, mediana y simetr��a de los datos, en cada escuela.

c) Compare las escuelas con respecto a la deserci�on de los estudiantes utilizando
los elementos de (a) y (b).

Ejercicio 7. Un gran peri�odico uruguayo quiere comprender el movimiento de sus-
cripciones seg�un el grupo de edad de sus suscriptores. La propuesta es evaluar el
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per�l del suscriptor para el lanzamiento de campa~nas promocionales que atiendan
al 95 % de las edades contenidas en la siguiente tabla (datos �cticios).

Edad Frecuencia
(en a~nos) (f i )

15 ` 20 18
20 ` 25 42
25 ` 30 78
30 ` 35 115
35 ` 40 178
40 ` 45 107
45 ` 50 88
50 ` 55 52
55 ` 60 30
60 ` 65 12

a) Gra�que la distribuci�on de frecuencia.
b) Calcular las siguientes medidas de resumen: �, Me, Mob, Mo, Q1, Q3, D2,

D6, P35, P83, � 2 y �.
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Cap��tulo 4

Distribuciones de estad��sticas

Resumen del cap��tulo: En este cap��tulo, cubrimos nociones introductorias
de la distribuci�on de la media muestral en poblaciones �nitas y extendemos estos
conceptos a poblaciones in�nitas. Tambi�en presentamos brevemente las distribucio-
nes muestrales asociadas a la proporci�on muestral, la varianza muestral, as�� como
la diferencia entre medias y la raz�on entre varianzas.

Objetivo: El prop�osito de este cap��tulo es comprender el concepto de distribuci�on
muestral de una estad��stica. Tambi�en veremos que algunas estad��sticas (como la
proporci�on y la media) son buenas para estimar los valores de los par�ametros de la
poblaci�on. Tambi�en pretendemos preparar al lector para los conceptos de estimaci�on
y prueba de hip�otesis que se abordar�an en el pr�oximo cap��tulo.

4.1. Introducci�on

A partir de este cap��tulo, se presentar�an los conceptos y procedimientos que
subyacen en la \teor��a de la probabilidad" que se utiliza en la investigaci�on cient���-
ca. M�as concretamente, presentaremos mecanismos que generalicen la informaci�on
contenida en las muestras a la poblaci�on.

Hay b�asicamente dos formas de proceder con tal generalizaci�on. Uno de ellos es
la estimaci�on de par�ametros descriptores de la poblaci�on. Por ejemplo, si se sabe que
una determinada poblaci�on tiene una distribuci�on de Bernoulli (como la poblaci�on
de votantes de un pa��s, referida a la preferencia o no por un determinado candidato o
partido pol��tico), entonces el par�ametro de inter�es es la probabilidad de �exito, que se
puede estimar por la proporci�on de partidarios en la muestra (encuesta electoral, por
ejemplo). La otra forma de practicar la inferencia estad��stica es realizando pruebas
de hip�otesis sobre los par�ametros de la poblaci�on o la distribuci�on de probabilidad
en s��.
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4.2. Conceptos b�asicos

La poblaci�on objeto de estudio se describe por caracter��sticas elegidas por el
investigador. A estas caracter��sticas las llamamos variables o variables descriptoras
porque describen a la poblaci�on. La poblaci�on y la variable descriptora casi siempre
se confunden como la misma entidad, aunque se debe tener conciencia de la distin-
ci�on. El punto importante es que cualquier variable asociada a una poblaci�on tiene
una distribuci�on de frecuencias, que puede ser descrita por un modelo probabil��sti-
co f (�). As��, en el contexto de la Estad��stica, cada elemento de la poblaci�on est�a
asociado a una variable aleatoria.

El modelo f(�) puede ser conocido o asumido o seleccionado a trav�es de pruebas
espec���cas.

De la inviabilidad de observar todos los elementos de una poblaci�on, surgi�o la
idea de observar solo una parte de ellos. Este conjunto se denomina muestra, tal
como se de�ne al comienzo de este material. Como cada elemento de la poblaci�on
est�a asociado a una variable aleatoria, la misma idea es v�alida para la muestra,
es decir, matem�aticamente, una muestra se puede de�nir como un conjunto de n
variables aleatorias de la misma distribuci�on f(�).

Casi siempre, la preferencia es por alg�un tipo de muestreo aleatorio, por el cual
los elementos recolectados son seleccionados al azar, lo que signi�ca que cada ele-
mento de la muestra ha sido tomado independientemente de los dem�as. Las mues-
tras aleatorias, aunque pueden ser menos representativas que las muestras tomadas
sistem�aticamente, son generalmente preferibles ya que permiten un tratamiento ma-
tem�atico (y probabil��stico) m�as simpli�cado de las observaciones.

De este hecho se sigue que, siendo los elementos tomados de forma independiente,
las variables aleatorias asociadas a ellos tambi�en lo son, y, por tanto, la distribuci�on
conjunta de X1; X 2; : : : ; X n puede ser as�� considerada,

f (X 1; X 2; : : : ; X n ) = f (X 1) � f (X 2) � : : : � f (X n ) =
nY

i=1

f (X i ) ; (4.1)

que es llamada funci�on de verosimilitud y, a veces, se representa con L (X; �), lo
que enfatiza que la probabilidad es una funci�on del vector de datos X y el vector de
par�ametros �.

La funci�on de verosimilitud dada en (4.1) destaca el hecho de que la probabilidad
de ocurrencia de n determinados resultados en la muestra, siendo �esta aleatoria, es
igual al producto de las probabilidades individuales, seg�un el concepto de indepen-
dencia. Eso permite tratar matem�aticamente los elementos de la muestra, as�� como
especular sobre los par�ametros en f(�).

Si existe alg�un tipo de dependencia entre los elementos de la muestra, la relaci�on
anterior no es v�alida. Un error que se comete a menudo es considerar un muestreo
sistem�atico y, a pesar de ello, suponer independencia entre las observaciones de la
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muestra y adoptar (4.1). Este procedimiento puede conducir a falsas cuanti�caciones
sobre las probabilidades de cometer errores de inferencia.

A continuaci�on, presentamos el concepto matem�atico de muestra aleatoria y al-
gunas particularidades del mismo.

Muestra aleatoria: Conjunto de n variables aleatorias, independientes entre
s��, con la misma distribuci�on de probabilidad f(�), en el que cada elemento de la
poblaci�on tiene la misma probabilidad de ser incluido en la muestra.

A partir de la cual se puede de�nir:

Tama~no de la muestra: N�umero de realizaciones de la variable aleatoria, n�ume-
ro de elementos que componen la muestra, indicado por n.

Funci�on de verosimilitud: Distribuci�on de probabilidad de la muestra alea-
toria, en general viene dada por el producto de la distribuci�on de probabilidad de
cada dato, como en (4.1).

Toda especulaci�on realizada sobre par�ametros poblacionales, basados en mues-
tras, se realiza utilizando magnitudes calculadas a partir de datos muestrales. Tales
cantidades se llaman estad��sticas.

Estad��sticas: Funciones de, y solo de, observaciones muestrales, es decir, de
variables aleatorias (datos) y que, por lo tanto, son ellas mismas variables aleatorias.

Por ejemplo, la media muestral es una aproximaci�on a la media poblacional y,
dado que se calcula �unicamente a partir de datos muestrales, es una estad��stica.
Para comprender que la media de la muestra es una variable aleatoria, imag��nese
recopilar in�nitas muestras aleatorias. En cada muestra, la media muestral variar�a,
siendo esta variaci�on descrita por un modelo probabil��stico.

T�ecnicamente, cuando decimos que la media muestral, por ejemplo, es una apro-
ximaci�on de la media poblacional, este proceso se llama estimaci�on.

Estimaci�on: Proceso de obtenci�on de aproximaciones num�ericas para los
par�ametros asociados a f(�).

Estimaci�on: Una aproximaci�on num�erica particular (es decir, en la muestra
dada) para los par�ametros asociados a f(�).

Estimador: Funci�on o proceso num�erico que permite la generaci�on de estima-
ciones.

As��, debe quedar claro que el enfoque de la inferencia estad��stica es diferente
al del c�alculo de probabilidades, en el que se conoce el modelo probabil��stico y
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sus par�ametros, y se obtienen las probabilidades de que la variable est�e contenida
en determinados intervalos. Mientras que, en inferencia, tenemos valores para la
variable y queremos conocer, con la mayor precisi�on posible, el (los) par�ametro (s)
del modelo probabil��stico.

4.3. Muestreo

El prop�osito del muestreo es estimar los par�ametros de la poblaci�on a trav�es
de muestras. El muestreo tiene muchas ventajas sobre el censo. El censo es el estudio
que involucra a todos los elementos de la poblaci�on. A trav�es del censo se determina
el valor exacto de cada par�ametro de la poblaci�on, lo cual en t�erminos de precisi�on
es deseable, sin embargo, este proceso es generalmente inviable por ser costoso, lento
y oneroso.

Por esta raz�on, el uso de muestras se vuelve preferible al censo. A continuaci�on,
presentamos algunas ventajas del muestreo en relaci�on con el censo (cf. Bolfarine &
Bussab, 2005; Bussab & Morettin, 2006).

Menor costo: Debido a que los datos se toman de una fracci�on de la poblaci�on,
el muestreo es m�as econ�omico que el censo.

Mayor rango: En ciertas encuestas, existe la necesidad de utilizar equipos bien
capacitados y equipos so�sticados para obtener datos, lo que hace inviable el censo.

Mayor precisi�on: Con un volumen reducido de datos, se trabaja con equipos
mejor preparados, obteniendo datos m�as precisos y con�ables.

Mayor rapidez: Debido al menor volumen de datos, estos se recopilan y tabulan
m�as r�apido en el muestreo, lo que reduce el tiempo para obtener los resultados.

Existen varios tipos de muestreo, los cuales se concentran en dos grupos: proba-
bil��sticos y no probabil��sticos. A continuaci�on presentamos algunas formas de mues-
treo en cada uno de estos grupos.

Muestreo probabil��stico:

1. Muestreo aleatorio simple;

2. Muestreo aleatorio estrati�cado;

3. Muestreo aleatorio sistem�atico;

4. Muestreo aleatorio por conglomerados.

Muestreo no probabil��stico:
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1. Inaccesibilidad a toda la poblaci�on;

2. Muestreo al azar (o sin norma);

3. Muestreo intencional;

4. Poblaci�on formada por material continuo (por ejemplo, l��quidos o gases).

En este compendio solo abordaremos el muestreo aleatorio simple, dentro del
contexto probabil��stico.

Siempre en el campo del muestreo, nos encontramos ante dos tipos de poblaciones:
�nitas e in�nitas. A continuaci�on presentamos sus de�niciones y ejemplos.

Poblaci�on �nita: Es la poblaci�on en la que se pueden contar o enumerar todos
sus elementos. Ejemplos:

1. N�umero de art��culos producidos en una l��nea de producci�on en un solo d��a;

2. N�umero de personas con determinada enfermedad en la ciudad deseada;

3. N�umero de estudiantes en una universidad dada.

Poblaci�on in�nita: Es aquella poblaci�on en la que es imposible contar o enu-
merar todos sus elementos. Ejemplos:

1. Poblaci�on de mam��feros silvestres en la Patagonia Chilena;

2. Producci�on brasile~na de ciertos equipos electr�onicos;

3. N�umero de accidentes de tr�ansito en una determinada carretera;

4. Poblaci�on de personas con enfermedad de Chagas.

4.4. N�umero de muestras en poblaci�on �nita

El n�umero de muestras se re�ere al n�umero de muestras que es posible
recolectar en la poblaci�on en cuesti�on. En este caso, consideramos una poblaci�on
�nita cuyo tama~no conocemos. El n�umero de muestras posibles est�a relacionado
con el procedimiento de muestreo, que puede ser con o sin repetici�on, es decir, si el
elemento ya seleccionado se reemplazar�a o no en la poblaci�on antes de la siguiente
selecci�on.

Proceso con reemplazo: Sea una poblaci�on �nita de tama~no N. Entonces, el
n�umero k de posibles muestras que se pueden extraer de esta poblaci�on es:

k = N n :
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Proceso sin reemplazo: Sea una poblaci�on �nita de tama~no N. Entonces, el
n�umero k de posibles muestras que se pueden extraer de esta poblaci�on es:

k =
�

N
n

�
=

N!
n! (N � n)!

:

Ejemplo 37. En una poblaci�on compuesta por N = 80 conejos, >cu�antas muestras
posibles se pueden tomar, realiz�andose el muestreo?

a) Sin reemplazo y con n = 2?
b)Sin reemplazo y con n = 4?
c) Sin reemplazo y con n = 2?
d) Sin reemplazo y con n = 4?

Soluci�on:

a) n = 2 - sin reemplazo:

k =
�

N
n

�
=

�
80
2

�
= 3.160 Muestras posibles.

# Funci�on predeterminada choose(N,n) para calcular el coeficiente
binomial

> choose(80,2)
[1] 3160

b) n = 4 - sin reemplazo:

k =
�

N
n

�
=

�
80
4

�
= 1.581.580 Muestras posibles.

> choose(80,4)
[1] 1581580

c) n = 2 - con reemplazo:

k = N n = 802 = 6.400 Muestras posibles.

d) n = 4 - con reemplazo:

k = N n = 804 = 40.960.000 Muestras posibles.
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4.5. Error est�andar de la media

Sea k la cantidad posible de muestras de tama~no n que pueden ser extra��das
de una poblaci�on de tama~no N. Si se toman todas las muestras de k, entonces
tendremos k medias muestrales,

X 1; X 2; : : : ;X k :

Si calculamos la media de las medias muestrales, representada porX, entonces
X tendr�a el mismo valor de la media poblacional �, esto es,

X =
1
k

kX

i=1

X i = �:

Si calculamos la varianza de las medias muestrales, representada por �2
X

, entonces
� 2

X
ser�a n veces menor que la varianza de la poblaci�on �2. Para esa relaci�on, llamamos

� X error est�andar de la media, que no es m�as que la desviaci�on est�andar de la
distribuci�on muestral de las medias, expresada por:

� 2
X =

� 2

n
) � X =

�
p

n
:

4.5.1. Factor de correcci�on para poblaciones �nitas

Como la poblaci�on es �nita, usaremos el factor de correcci�on para poblaci�on
�nita, dado por (N � n)=(N � 1). De esa forma, tenemos:

� 2
X =

� 2

n

�
N � n
N � 1

�
) � X =

�
p

n

r
N � n
N � 1

:

Ejemplo 38. Considere la poblaci�on de tama~no N = 10 formado por los elementos:

f10; 20; 30; 40; 50; 60; 70; 80; 90; 100g :

Entonces, la media poblacional est�a dada por � = 55 y la varianza poblacional
est�a dada por � 2 = 825.

a) >Cu�antas muestras de tama~no n = 2 se pueden extraer de esta poblaci�on en
un proceso sin reemplazo?

b) >Cu�al es la media de las medias muestrales?
c) >Cu�al es el valor de la varianza de las medias muestrales con el factor de

correcci�on para poblaciones �nitas?
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Soluci�on:

a) El n�umero total de muestras es:
�

N
n

�
=

�
10
2

�
=

10!
2! (10 � 2)!

= 45.

Entonces tenemos k = 45 posibles muestras de tama~no n = 2 que se pueden
extraer de esta poblaci�on.

b) Para cada una de las 45 muestras, determinamos su media muestral de acuerdo
con la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Resultados de las 45 posibles muestras del ejemplo.
Muestra Datos X i Muestra Datos X i Muestra Datos X i

1 10 20 15 16 20 90 55 31 50 60 55
2 10 30 20 17 20 100 60 32 50 70 60
3 10 40 25 18 30 40 35 33 50 80 65
4 10 50 30 19 30 50 40 34 50 90 70
5 10 60 35 20 30 60 45 35 50 100 75
6 10 70 40 21 30 70 50 36 60 70 65
7 10 80 45 22 30 80 55 37 60 80 70
8 10 90 50 23 30 90 60 38 60 90 75
9 10 100 55 24 30 100 65 39 60 100 80
10 20 30 25 25 40 50 45 40 70 80 75
11 20 40 30 26 40 60 50 41 70 90 80
12 20 50 35 27 40 70 55 42 70 100 85
13 20 60 40 28 40 80 60 43 80 90 85
14 20 70 45 29 40 90 65 44 80 100 90
15 20 80 50 30 40 100 70 45 90 100 95

Calculando la media de las medias muestrales, denotada porX, obtenemos:

X =
1
45

45X

i=1

X i =
15 + 20 + 25 + : : : + 85 + 90 + 95

45
= 55:

c) Calculando la varianza de las medias muestrales, encontramos:

� 2
X =

1
45

45X

i=1

�
X i � X

� 2

=
(15 � 55) 2 + (20 � 55) 2 + (25 � 55) 2 + : : : + (90 � 55) 2 + (95 � 55) 2

45

=
16.500

45

=
1.100

3
:
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Aplicando el factor de correcci�on para poblaci�on �nita, tenemos la siguiente
relaci�on:

� 2
X =

� 2

n

�
N � n
N � 1

�
=

825
2

�
�

10 � 2
10 � 1

�
=

1.100
3

:

Podemos observar que:

La media de las medias muestrales siempre ser�a la media poblacional;

La varianza de las medias muestrales ser�a n veces menor que la varianza po-
blacional, ajustada por el factor de correcci�on para una poblaci�on �nita.

4.6. Distribuci�on muestral

En una encuesta realizada por el Educational and Resources Institute, 750
estudiantes universitarios fueron seleccionados al azar y 64 % de ellos dijeron que
ten��an al menos una tarjeta de cr�edito. Esta encuesta involucr�o solo 750 de encuesta-
dos de una poblaci�on de aproximadamente 15 millones de estudiantes universitarios.
Sabemos que las estad��sticas de la muestra var��an naturalmente de una muestra a
otra, por lo que otra muestra de estudiantes universitarios de 750 probablemente
dar��a como resultado una proporci�on de muestra diferente a los 64 % encontrados en
la primera encuesta. En este contexto, podemos pensar en la proporci�on muestral
como una variable aleatoria (Triola, 2008).

Dado que la muestra de estudiantes de 750 es un porcentaje tan peque~no
(0,005 %) de la poblaci�on, >podemos esperar que la proporci�on de la muestra sea
una estimaci�on razonable de la verdadera proporci�on de todos los estudiantes
universitarios que tienen una tarjeta de cr�edito? <La respuesta es s��!

La estad��stica presenta m�etodos para utilizar los resultados de la muestra en la
estimaci�on de los par�ametros de la poblaci�on con una precisi�on considerable. Dichos
m�etodos se basan en comprender c�omo funciona un estad��stico. Al comprender la
distribuci�on de una proporci�on muestral, se puede determinar qu�e tan precisa puede
ser.

Como se mencion�o anteriormente, las estad��sticas son variables aleatorias, desde
el momento en que uno imagina la colecci�on de in�nitas muestras aleatorias, lo
que resulta en que los valores de las estad��sticas var��an de una muestra a otra, de
acuerdo con su distribuci�on de probabilidad. Este comportamiento probabil��stico
sobre muestras in�nitas es fundamental en la inferencia estad��stica, ya que permite
evaluar la calidad de los estimadores (por ejemplo, con respecto a la precisi�on), la
construcci�on de intervalos de con�anza y la realizaci�on de pruebas de hip�otesis. Estas
distribuciones de probabilidad se denominan distribuciones muestrales.
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Distribuci�on muestral: Distribuci�on de probabilidad de estad��sticos o funcio-
nes de estad��sticos, que describe su comportamiento en in�nitas muestras.

En particular, en este libro se har�a �enfasis en las distribuciones asociadas conX
y s2.

4.6.1. Poblaci�on no Normal

Un teorema muy importante asociado a la distribuci�on muestral de la media
muestral, no teniendo necesariamente la poblaci�on una distribuci�on Normal, es el
llamado Teorema del L��mite Central, como se expone a continuaci�on.

Teorema 1. (Teorema del L��mite Central - TLC). Sea una poblaci�on con
cualquier distribuci�on de probabilidad, con media � y varianza �2. Si se extraen
in�nitas muestras de tama~no n de esta poblaci�on, entonces la mediaX de estas
muestras tendr�a una distribuci�on aproximadamente Normal, con media � y varianza
� 2=n, a medida que n tiende a in�nito.

El TLC no se demostrar�a aqu��, ya que implica una profundidad matem�atica m�as
all�a del alcance de este libro. Este es un teorema �util, ya que muchos procedimientos
en Estad��stica asumen que los datos tienen una distribuci�on Normal. Por ejemplo,
suponga que est�a estudiando una sustancia que inhibe el crecimiento de especies de
plantas. Para ello, los portaobjetos se examinan al microscopio y se cuenta el n�umero
de c�elulas en divisi�on (mitosis). Si cada dato muestral corresponde a un portaobjetos,
entonces la variable en cuesti�on es un conteo (variable discreta), obviamente no Nor-
mal, lo que no permitir�a el uso de procedimientos basados en la distribuci�on Normal,
como el uso de la variable (estad��stica) T (mostrado m�as adelante). Sin embargo,
si cada dato de la muestra corresponde a un promedio de 8 l�aminas, por ejemplo,
entonces estos nuevos datos ya ser�an m�as similares a una distribuci�on Normal, y se
puede usar la variable T .

Un caso particular del TLC es el llamado teorema de DeMoivre-Laplace, es-
pec���co para poblaciones con distribuci�on de Bernoulli. En tales casos, la muestra
consistir�a de un conjunto de ceros y unos, y adem�as,

E
�
X

�
= p y V ar

�
X

�
=

p (1 � p)
n

:

En este caso, es interesante notar que el numerador de la media muestral (es decir,
la suma de los datos), al ser una suma de variables de Bernoulli, es una variable con
distribuci�on binomial. De esta forma, como la media muestral no es m�as que la suma
dividida por n, a partir de ella se puede expresar el teorema. Es decir, a medida que
n tiende al in�nito, la suma de las variables de Bernoulli (variable binomial) tiende
a distribuirse normalmente, con una media np y varianza np (1 � p). La importancia
de este resultado puede ilustrarse con un ejemplo.
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Ejemplo 39. Tome una muestra de n = 500 elementos, tomados de una poblaci�on
de Bernoulli con probabilidad de �exito p = 0;4. Suponga que desea determinar la
probabilidad de que haya 210 �exitos o menos en la muestra. Por el modelo binomial,
tal probabilidad se obtendr��a mediante:

P (X � 210) =
210X

x=0

�
500
x

�
(0;4)x (0;6)500�x ; (4.2)

donde X, en este caso, es la suma de n variables de Bernoulli, es decir, el n�umero de
aciertos en la muestra. Tal c�alculo de probabilidad ser��a extremadamente laborioso.
Entonces TLC es una alternativa y de esta manera tenemos:

P (X � 210) = P

 

Z �
210 � np

p
np (1 � p)

!

: (4.3)

�Esta es solo una de las aplicaciones del TLC.

La validez del teorema de DeMoivre-Laplace empeora cuando n se vuelve pe-
que~no y tambi�en cuando el valor de p se acerca a los extremos, 0 o 1. En estos casos,
la distribuci�on se vuelve bastante sesgada, alej�andose de la distribuci�on Normal. Una
regla emp��rica determina que el teorema es v�alido con np � 5 y np (1 � p) � 5.

Algunos autores, como Spiegel (1993), recomiendan realizar una correcci�on de
continuidad, al aproximar una variable binomial (discreta) por una variable Normal
(continua). Esta correcci�on se basa en que un valor x, discreto, corresponder��a al
rango [x � 0,5; x + 0,5] en el caso continuo.

As��, en el ejemplo anterior, si quisiera saber P (200 � X � 300), tendr��a que
considerar P (199,5 � X � 300,5) cuando se utiliza la aproximaci�on Normal. De
esta forma, (4.3) quedar��a expresado como:

P (X � x) = P

 

Z �
(x + 0,5) � np
p

np (1 � p)

!

: (4.4)

Tenga en cuenta que si se elimina el valor x, entonces:

P (X < x) = P

 

Z <
(x + 0,5) � np
p

np (1 � p)

!

:

Ejemplo 40. Continuando con el ejemplo anterior, obtenemos el valor de la pro-
babilidad deseada, P (X � 210), que es de: � 0;8312 por el modelo binomial, es
decir, a partir de (4.2); � 0;8193 por (4.3); y �nalmente, � 0;8311 considerando la
correcci�on de continuidad dada en (4.4).
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> sum(dbinom(x=0:210, size=500, prob=0.4))
[1] 0.8311605 # por el modelo binomial
> pnorm(q=((210-500*0.4)/sqrt(500*0.4*0.6)))
[1] 0.8193448 # por la aproximaci�on Normal (TCL)
> pnorm(q=((210+0.5-500*0.4)/sqrt(500*0.4*0.6)))
[1] 0.8310983 # por la aproximaci�on Normal (TCL) con correcci�on de

continuidad

4.6.2. Poblaci�on Normal

Si es razonable suponer que la poblaci�on en cuesti�on sigue una distribuci�on
Normal, entonces se puede obtener una serie de resultados exactos (sin necesidad
de muestras grandes) sobre distribuciones muestrales. Esto hace que la suposici�on
de distribuci�on Normal sea particularmente interesante, por su gran conveniencia
matem�atica.

Distribuci�on muestral asociada a la media muestral

Considere una poblaci�on con una distribuci�on Normal, con media � y varianza
� 2. Si se extraen in�nitas muestras de tama~no n de esta poblaci�on, entonces la media
X de estas muestras tendr�a una distribuci�on exactamente Normal, con una media
� y varianza � 2=n, para cualquier tama~no de muestra. Es decir, si X s N (�; �2),
entonces:

X s N
�

�;
� 2

n

�
:

Aunque este resultado es bastante interesante, ser�a de poca utilidad para las
t�ecnicas de estimaci�on, ya que, en la pr�actica, cuando no se conoce el valor del
par�ametro �, tampoco se conoce el valor del par�ametro �2. El siguiente resultado es
mucho m�as �util porque hace uso de s2 en vez de �2.

Considere una poblaci�on con distribuci�on Normal, con media � y varianza �2.
Deje que se recopilen in�nitas muestras de tama~no n de esta poblaci�on, a partir de
las cuales se calculanX y s 2. Tenemos entonces

T =
X � �

s
p

n

s t n�1 ;

donde t denota la distribuci�on t-Student y n � 1 los grados de libertad de la misma.

La distribuci�on t-Student es una funci�on de densidad de probabilidad indexada
por un solo par�ametro que es el n�umero de grados de libertad de las muestras en
cuesti�on (dado en funci�on del tama~no de la muestra n). Las siguientes son algunas
propiedades de esta distribuci�on:
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i. La media de la variable T , es decir, E (T ) es igual a cero, de la misma forma
que la distribuci�on Normal est�andar Z;

ii. La distribuci�on t-Student se asemeja a la distribuci�on Normal en que es sim�etri-
ca con respecto a la media y tiene forma de campana;

iii. Cuando el tama~no de la muestra n tiende a in�nito, la distribuci�on de T se
aproxima a la distribuci�on Normal est�andar Z;

iv. La distribuci�on t-Student se de�ne a partir de un �unico par�ametro, el n�umero
de grados de libertad relativos al c�alculo de s2.

Al igual que con la distribuci�on Z, no es posible calcular anal��ticamente las
integrales (y, por lo tanto, las probabilidades) para la distribuci�on t-Student. Por lo
tanto, tambi�en es necesario utilizar una tabla adecuada (ver Tabla A2 en el Ap�endice)
o software R de la siguiente manera:

# p es la probabilidad
# n-1 es el n�umero de grados de libertad
> qt(p, n-1)

Distribuci�on muestral asociada a la varianza muestral

Cuando el inter�es radica en la varianza de la poblaci�on, es interesante trabajar
con distribuciones muestrales asociadas a s2.

Consideremos muestras in�nitas de tama~no n recolectadas de una poblaci�on
Normal, a partir de las cuales se calculan las varianzas muestrales s2. Tenemos,
entonces, que:

(n � 1) s 2

� 2
s � 2

n�1 ;

donde � 2
n�1 denota la distribuci�on Chi-cuadrado con n � 1 grados de libertad.

La distribuci�on Chi-cuadrado tambi�en se de�ne a partir de un �unico par�ametro,
los grados de libertad, al igual que la distribuci�on t-Student. La expresi�on de su
densidad de probabilidad es de un grado de complejidad superior a lo que nos pro-
ponemos tratar en este material, pero cabe mencionar que no es posible expresar
anal��ticamente integrales de la funci�on Chi-cuadrado, por lo que es necesario utili-
zar tablas apropiadas (ver Tabla A3 del Ap�endice) o bien podemos obtener dichos
valores a trav�es del software R, usando el siguiente comando.

# p es la probabilidad
# n-1 es el n�umero de grados de libertad
> qchisq(p, n-1)
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4.6.3. Dos poblaciones normales

A menudo hay inter�es en comparar poblaciones, particularmente en relaci�on
con sus medias, por ejemplo, cuando el objetivo es comparar el efecto de dos dietas en
el desarrollo de los cerdos. En este caso, el conjunto de animales que son o pueden
ser tratados con cada una de las dietas en cuesti�on corresponde a una poblaci�on.
Cada animal est�a asociado con un aumento de peso despu�es de un cierto per��odo de
tiempo. Naturalmente, en estudios de esta naturaleza, hay inter�es en identi�car qu�e
alimento proporciona la mayor ganancia de peso promedio.

Distribuci�on muestral asociada a la diferencia entre medias muestrales

La comparaci�on entre las medias de dos poblaciones se suele hacer a partir
de la diferencia entre ellas. Esta magnitud, desconocida, se estima a partir de la
diferencia entre las medias muestrales (con n1 y n2 elementos) recogidas en cada una
de las poblaciones. El inter�es del investigador, en este caso, est�a en la distribuci�on
muestral asociada conX 1 � X 2. Aqu�� solo presentaremos el caso particular cuando
las varianzas asociadas a las medias se consideran iguales.

Si las poblaciones presentan varianzas iguales, entonces tenemos:
�
X 1 � X 2

�
� (� 1 � � 2)

s

s2

�
1
n1

+
1
n2

� s t n1+n 2 �2 ;

donde:

s2 =
(n1 � 1) s 2

1 + (n 2 � 1) s 2
2

n1 + n 2 � 2
es la media ponderada entre las dos varianzas muestrales, teniendo como factor de
ponderaci�on los correspondientes n�umeros de grados de libertad.

Distribuci�on muestral asociada a la raz�on entre varianzas

En la subsecci�on anterior, abordamos la distribuci�on de la diferencia entre
las medias de las muestras, asumiendo que las varianzas entre dos poblaciones eran
iguales. Una forma de juzgar si las varianzas entre dos poblaciones pueden conside-
rarse iguales es a trav�es de la estad��stica s2

1=s2
2, y es importante tener asociada una

distribuci�on muestral.
Sean in�nitos pares de muestras con n1 y n2 elementos, y tomados, respectiva-

mente, en dos poblaciones con distribuci�on Normal y varianzas �2
1 y � 2

2. Tenemos,
entonces, que:

s2
1� 2

2

s2
2� 2

1
s F n1 �1; n 2 �1 ;

donde Fn1 �1; n 2 �1 denota la distribuci�on F de Snedecor con par�ametros n1 � 1 y
n2 � 1.
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Tampoco es posible expresar anal��ticamente las integrales de la distribuci�on F y,
por tanto, es necesario utilizar tablas adecuadas (ver Tablas A4-A9 en el Ap�endice)
o bien podemos obtener dichos valores a trav�es del software R, usando el siguiente
comando.

# p es la probabilidad
# n1-1 y n2-1 son los par�ametros
> qf(p, n1-1, n2-1)

4.7. Consideraciones �nales

En este cap��tulo abordamos el importante concepto de distribuci�on mues-
tral, que no es m�as que la distribuci�on de probabilidad de estad��sticos o funciones
de estad��sticos sobre in�nitas muestras aleatorias. Presentamos brevemente las dis-
tribuciones muestrales asociadas a las siguientes caracter��sticas muestrales: media,
proporci�on, varianza, diferencia entre medias y raz�on entre varianzas.

Dichos resultados se utilizar�an en los Cap��tulos 5 y 6, que tratan sobre la cons-
trucci�on de intervalos de con�anza y la realizaci�on de pruebas de hip�otesis para una
y dos poblaciones, respectivamente.

4.8. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. Sea una poblaci�on formada por los n�umeros: f10; 12; 14; 16; 18g.
a) Determine el n�umero de muestras posibles de tama~no n = 3, sin reemplazo,

que se pueden extraer de esta poblaci�on.
b) Identi�que todas las muestras de tama~no n = 3 y calcule sus medias.
c) Compare la media poblacional con la media de las medias muestrales.
d) Compare la varianza de la poblaci�on con la varianza de las medias muestrales.

Ejercicio 2. Repetir el ejercicio anterior para el caso de extracciones con reposici�on.
Comprueba que, en este caso, la media de las medias muestrales es igual a la media
poblacional (es decir,X = �), y la varianza de las medias muestrales es igual a la
varianza poblacional dividida por el tama~no muestral (es decir, �2

X
= � 2=n).

Ejercicio 3. Una encuesta realizada por la empresa distribuidora de cierta marca
de cerveza, en todos los puntos de venta del producto en Brasil, arroj�o que el precio
promedio de venta es R$ 9,95 con desviaci�on est�andar R$ 3,90. Si se extrae una
muestra aleatoria de 45 puntos de venta, determine la probabilidad de que el precio
medio de venta de esta cerveza sea menor que R$ 9,00.

Ejercicio 4. Los datos que se presentan a continuaci�on describen las temperaturas
(en grados Celsius,oC) registradas en la ciudad de Salvador, en Bah��a, Brasil, entre
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2011 y 2019. Las temperaturas medidas en febrero se obtuvieron de la siguiente
manera:

27,56 27,04 28,64 26,14 27,25 27,85 28,00 27,75 29,30

Suponiendo normalidad de la variable temperatura, responda los siguientes
��tems.

a) >Cu�al es la probabilidad de registrar una temperatura promedio menor a 27
oC?

b) >Cu�al es la probabilidad de registrar una temperatura promedio mayor a 28,5
oC?

Ejercicio 5. Seg�un el Instituto Nacional del Ojo, en los Estados Unidos, alrededor
del 8 % de los hombres en el mundo tienen alg�un grado de daltonismo. Con base en
esta informaci�on, calcule la probabilidad de que, en una muestra de 100 hombres, la
proporci�on de dalt�onicos:

a) Sea superior a 10 %.
b) Est�e entre 7 % y 9 %.
c) Sea inferior a 4 %.

Ejercicio 6. Se supone que el consumo mensual de energ��a el�ectrica (en kilovatios-
hora, kWh) por vivienda en un determinado barrio de Santiago, Chile, tiene una
distribuci�on Normal con media 150 kWh y desviaci�on est�andar 25 kWh. Para una
muestra de 16 hogares, >cu�al es la probabilidad de que la media de la muestra no se
desv��e de la media real en m�as de 10 kWh?

Ejercicio 7. Suponga que la distribuci�on de alturas (en cm) de mujeres de dos
lugares diferentes (A y B) en Bolivia son aproximadamente normales con varianzas
iguales. Se tomaron dos muestras aleatorias de 16 mujeres, una de cada localidad,
obteniendo: X A = 164 cm; X B = 152 cm; s2

A = 49 cm2; s2
B = 25 cm2. Por lo

tanto, la diferencia entre las alturas medias de las mujeres en las dos muestras es
X A � X B = 12 cm. Si no hay diferencia entre las dos ubicaciones en las alturas
medias de las mujeres, >cu�al es la probabilidad de que la diferencia entre las medias
de dos muestras aleatorias de 16 mujeres seleccionadas de las dos ubicaciones sea
mayor que 12 cm, es decir, P

�
X A � X B > 12

�
?
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Cap��tulo 5

Intervalos de con�anza y pruebas
de hip�otesis para una poblaci�on

Resumen del cap��tulo: En este cap��tulo abordamos los intervalos de con�an-
za y las pruebas de hip�otesis para media, proporci�on y varianza (desviaci�on est�andar)
considerando una sola muestra. Tambi�en presentamos una breve explicaci�on sobre
los tipos de errores en las pruebas de hip�otesis y el valor p, un ��ndice muy utilizado
en la toma de decisiones que utiliza software para realizar c�alculos. En cada tema
hemos resuelto ejemplos y al �nal del cap��tulo proponemos algunos ejercicios.

Objetivo: Este cap��tulo tiene como objetivo ejempli�car situaciones en las que
se aplican las teor��as presentadas y que el lector sea capaz de utilizar la metodolog��a
adecuada para obtener intervalos de con�anza y pruebas de hip�otesis que involucren
media, varianza y proporci�on, as�� como interpretarlos.

5.1. Introducci�on

Intervalos de con�anza

Cuando recolectamos una muestra y extraemos estad��sticas como media,
desviaci�on est�andar, varianza y proporci�on, debemos ser conscientes de que los re-
sultados obtenidos tienen errores asociados. Los errores provienen de la limitaci�on
del conocimiento que entrega la muestra con relaci�on a la poblaci�on. Esto se pue-
de veri�car f�acilmente si tomamos dos muestras y calculamos sus promedios, por
ejemplo. Probablemente sus valores num�ericos ser�an diferentes.

Una alternativa para mitigar este problema es el intervalo de con�anza del
par�ametro, el cual pretende mitigar las variaciones que puedan presentarse en las
estimaciones. Estas variaciones a menudo son causadas por factores de muestreo
aleatorio, lo que a menudo hace que las estad��sticas de intervalo sean preferibles a
las puntuales.
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El valor puntual es el valor num�erico de la media, la desviaci�on est�andar, la
proporci�on o cualquier otra estad��stica, mientras que el intervalo de con�anza es un
intervalo num�erico que tiene un valor m��nimo y un valor m�aximo, entre los cuales
se encuentra el valor puntual estimado. Se dice que son de con�anza debido a que
cada intervalo se construye considerando una probabilidad de acierto que llamamos
nivel de con�anza.

Declarar que los intervalos de con�anza son preferibles a los valores puntuales
corresponde a que es m�as dif��cil que nos equivoquemos, por ejemplo, al decir que
el promedio de goles por partido en una jornada del campeonato chileno de f�utbol
estar�a entre 0 y 3 goles que si a�rmamos que ser�a exactamente 1,5 goles.

Test de hip�otesis

Las pruebas de hip�otesis se utilizan en la toma de decisiones sobre el valor del
par�ametro de inter�es en la poblaci�on, con base en una sola muestra. Este par�ametro
suele ser la media, la varianza o la proporci�on. Por ejemplo:

Comparar si el desempe~no promedio (cali�caci�on) de una clase en una materia
determinada es igual al desempe~no de otra clase;

Comparar si el coe�ciente intelectual de una persona es igual al valor �0 �jado;

Comparar si la variabilidad del di�ametro de los tornillos producidos en una
l��nea de producci�on es igual al valor �0 �jado por el control de calidad, que
indica la variabilidad aceptable.

En este cap��tulo, presentaremos t�ecnicas para construir intervalos de con�anza
para la media con varianza conocida y desconocida, y para probar hip�otesis unilatera-
les y bilaterales. Trataremos te�oricamente los tipos de errores que intervienen en las
decisiones, se discutir�an ejemplos de su aplicaci�on, as�� como actividades propuestas
para el lector. Supondremos que los conjuntos de datos provienen de distribuciones
de probabilidad Normal.

En ambas teor��as, prueba de hip�otesis e intervalo de con�anza, presentaremos las
diferencias relacionadas con el hecho de considerar o no que la desviaci�on est�andar
de la poblaci�on es conocida.

5.2. Probabilidad de cobertura

El intervalo de con�anza es m�as amplio que la estimaci�on puntual. En t�ermi-
nos estad��sticos, decimos que es m�as informativo porque es un intervalo num�erico
obtenido a partir de la estimaci�on puntual y asociado a la probabilidad de que este
intervalo contenga el verdadero valor del par�ametro. Tal probabilidad se denomina
probabilidad de cobertura te�orica. Para cada una de las probabilidades te�oricas de
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cobertura se asocia un valor tabulado. Considerando la desviaci�on est�andar cono-
cida, estos valores est�an relacionados con la distribuci�on de probabilidad Normal
est�andar y se presentan en la Tabla 5.1 a continuaci�on.

Tabla 5.1: Valores de la distribuci�on Normal est�andar.
Nivel de con�anza Nivel de signi�cancia

100(1 � �) % 100(�) % z �=2 z�

99,74 0,26 3,00 2,81
99,00 1,00 2,58 2,33
97,50 2,50 2,24 1,96
95,44 4,56 2,00 1,69
95,00 5,00 1,96 1,64
90,00 10,00 1,65 1,28
85,00 15,00 1,44 1,04

La probabilidad de cobertura te�orica tambi�en se denomina nivel de con�anza,
sus valores se obtienen de la tabla de distribuci�on Normal est�andar (ver Anexo) y
inter�eren en la amplitud (tama~no) del intervalo.

Con el �n de ilustrar la probabilidad de cobertura, la Figura 5.1 muestra 50
intervalos con 95 % de con�anza para la media (�), obtenidos mediante la simulaci�on
de muestras extra��das de una poblaci�on con media � = 2, representada por la l��nea
vertical en el gr�a�co. Se construyeron 50 intervalos para cada uno de los cuatro
casos, los cuales est�an representados por las l��neas horizontales. De acuerdo con los
resultados obtenidos, observamos que:

En A, tuvimos 3 intervalos construidos que no contienen el verdadero valor del
par�ametro. En este caso, la probabilidad de cobertura efectiva es50�3

50 = 47
50 =

94 %, por lo tanto menor que la propuesta.

En B, tuvimos 5 rangos que no conten��an el valor real del par�ametro, lo que
result�o en una cobertura de 90 %.

En C y D, tuvimos 2 casos donde los intervalos obtenidos no conten��an el
verdadero valor del par�ametro. As��, la probabilidad de cobertura efectiva es
50�2

50 = 48
50 = 96 %, que es mayor que la probabilidad propuesta.

La cobertura media es de 94 %, por lo que es aceptable, ya que estaba cerca del
valor deseado.

El gr�a�co de la Figura 5.1 fue producido en el software R, cuyo c�odigo se presenta
a continuaci�on.

> par(mfrow=c(2,2))
> aux<-c("A","B","C","D")
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Figura 5.1: Intervalos de con�anza de 95 % para la media � = 2, considerando 50
muestras tomadas de la poblaci�on.

> sem<-0
> for (j in 1:4) {
plot(c(1.5,2.5),c(1,6), main=aux[j], xlab=expression(mu),
ylab="Muestra", yaxt="n", type="n")
axis(2, at=1:6, labels=seq(1,51,10))
segments(2,.9,2,6) # media de la distribuci�on Normal
n=50; k=.9
for(i in 1:n) { k=k+0.1
sem=sem+10*i; set.seed(sem)
x=rnorm(100,2,1) # 100 valores con distribuci�on Normal(2,1)
li=mean(x)-1.96/10; ls=mean(x)+1.96/10
segments(li,k,ls,k) } }

5.3. Media poblacional

La media o promedio es una de las medidas estad��sticas m�as conocidas y utiliza-
das. Con frecuencia se escucha hablar de crecimiento econ�omico promedio, consumo
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promedio por familia, media de las cali�caciones escolares, productividad media,
promedio de goles por partido, en �n, una in�nidad de referencias a la estad��stica
media.

Si bien es muy utilizado, ya que suele obtenerse de muestras de la poblaci�on, no
est�a exento de errores. En un intento por minimizar las de�ciencias en la representa-
ci�on de la poblaci�on en cuesti�on, se utilizan los conceptos de intervalos de con�anza
y pruebas de hip�otesis.

5.3.1. Intervalo de con�anza con desviaci�on est�andar cono-
cida

El intervalo de con�anza para la media viene dado por:

IC[�; 100(1 � �) %] = X �
�z �=2p

n
;

dondeX es la media de la muestra, n es el tama~no de la muestra, � es la desviaci�on
est�andar, y z�=2 es el valor relacionado con la probabilidad de cobertura, que se
muestra en la Tabla 5.2.

Esto signi�ca que, con 100(1 � �) % de con�anza, el valor real de la media
poblacional (�) es mayor o igual queX �

�z �=2p
n y menor o igual queX +

�z �=2p
n ; es

decir
X �

�z �=2p
n

� � � X +
�z �=2p

n
:

Al valor X �
�z �=2p

n llamamos L��mite Inferior (LI) del intervalo, y el valor X +
�z �=2p

n

llamamos L��mite Superior (LS).
C�odigo en software R para calcular el intervalo de con�anza para la media:

# Funci�on para calcular el IC
> ICmedia<-function(x,alpha,sigma) {
n<-length(x)
z<-qnorm(alpha/2, lower.tail=FALSE)
LI<-mean(x)-z*sigma/sqrt(n)
LS<-mean(x)+z*sigma/sqrt(n)
return(c(LI,LS)) }

Ejemplo 41. Considere 12 observaciones de la edad de los lactantes (en meses) in-
gresados en el establecimiento de salud en un d��a. Suponga que la desviaci�on est�andar
se conoce y es igual a 4. Los datos observados se presentan a continuaci�on.

2 14 5 8 9 1 15 6 8 5 5 3

a) >Podemos construir, con 95 % de con�anza, un intervalo para la edad prome-
dio de los beb�es que ingresan a la unidad de salud?

b) Y con 99 % de con�anza, >cu�al es el intervalo de con�anza?
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Soluci�on:

Para construir el intervalo de con�anza para la media poblacional, es decir, para
todos los beb�es que podr��an ingresar al establecimiento de salud, con base en los da-
tos observados, necesitamos el valor de la media muestral y estipular la probabilidad
de cobertura.

Obteniendo los datos:

Tama~no de la muestra: n 12

Media: X
P 12

i=1 X i

12 = 81
12 = 6,75

Desviaci�on est�andar: � 4
Probabilidad de cobertura: 95 % z0,025 = 1,96
Probabilidad de cobertura: 99 % z0,005 = 2,58

El intervalo de con�anza se obtiene mediante la f�ormula:X �
�z �=2p

n
< � <

X +
�z �=2p

n
:

a) Sustituyendo los valores, se tiene:

6,75 �
4 � 1,96

p
12

< � < 6,75 +
4 � 1,96

p
12

6,75 � 2,26 < � < 6,75 + 2,26

4,49 < � < 9,01:

Se puede representar en forma intervalar: IC[�; 95 %] = (4,49; 9,01):

> x<-c(2,14,5,8,9,1,15,6,8,5,5,3)
> ICmedia(x,0.05,4)
[1] 4.486829 9.013171

b) Si cambiamos la probabilidad de cobertura de 95 % a 99 % en el c�alculo del
intervalo de con�anza, lo que cambia es el valor de z�=2 , que en este caso pasa a ser
2,58 y el nuevo intervalo ser�a:

IC[�; 99 %] = (3,78; 9,72):

> ICmedia(x,0.01,4)
[1] 3.775689 9.724311

N�otese que el LI del intervalo de 99 % es menor que el del intervalo de 95 % y, a
su vez, su LS es mayor, lo que hace que la amplitud del intervalo de 99 % sea mayor
que la amplitud del intervalo de 95 %. Lo que controla la amplitud de los intervalos
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es el valor de z�=2 . Cuanto mayor sea su valor, mayor ser�a la amplitud del intervalo
y, en consecuencia, mayor ser�a la cobertura del procedimiento. Sin embargo, se debe
tener cuidado con respecto a la amplitud del intervalo de con�anza. Podemos tener
probabilidades de cobertura muy altas pero brechas muy grandes. En este caso,
ganamos cobertura pero perdemos precisi�on.

Por ejemplo, decir con un 99,99 % de con�anza que el peso al nacer de los beb�es
cae en el rango de 0 a 30 kg no es informativo. La precisi�on es enorme pero la
informaci�on se vuelve vaga por la amplitud del intervalo.

Siempre se debe usar el sentido com�un para determinar el nivel de con�anza de
los intervalos.

Hasta ahora, hemos supuesto que se conoce la desviaci�on est�andar de la poblaci�on
de la que se extrajo la muestra, pero en la pr�actica puede no ser as��. Cuando la
informaci�on que se tiene sobre la desviaci�on est�andar de la poblaci�on se basa en
la estimaci�on realizada a partir de la muestra, no se recomienda el procedimiento
presentado anteriormente para obtener el intervalo de con�anza.

A continuaci�on, presentamos un m�etodo para obtener el intervalo de con�anza
cuando la desviaci�on est�andar de la poblaci�on (�) es desconocida.

5.3.2. Intervalo de con�anza con desviaci�on est�andar desco-
nocida

Cuando se desconoce el valor de la desviaci�on est�andar poblacional (� des-
conocido), la determinaci�on del intervalo de con�anza para la media poblacional
recibe una correcci�on, la cual se realiza reemplazando el valor de z�=2 por el valor de
t �=2 (gl), donde t�=2 (gl) corresponde al valor tabulado, relacionado con la tabla de
distribuci�on t-Student (ver Ap�endice, Tabla A2), y donde gl es el n�umero de grados
de libertad, dado por n � 1, donde n es el tama~no de la muestra.

En este contexto, el intervalo de con�anza para la media viene dado por:

IC[�; 100(1 � �) %] = X �
s � t �=2 (n � 1)

p
n

;

donde s =

s
nP

i=1
(X i � X) 2

n�1 es el estimador insesgado de �, n es el tama~no de la muestra

y X es la media muestral.
C�odigo en software R para calcular el intervalo de con�anza para la media con

desviaci�on est�andar desconocida:

# Funci�on para calcular el IC
> ICmedia<-function(x,alpha,sigma) {
n<-length(x)
z<-qnorm(alpha/2, lower.tail=FALSE)
if(missing(sigma)) {
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sigma<-sd(x)
z<-qt(1-alpha/2, n-1) }
LI<-mean(x)-z*sigma/sqrt(n)
LS<-mean(x)+z*sigma/sqrt(n)
return(c(LI,LS)) }

Es importante se~nalar que en esta funci�on se implementaron ambos casos, es
decir, el c�alculo del intervalo de con�anza para la media con desviaciones est�andar
conocidas y desconocidas. Si el argumento sigma no se completa, la funci�on recono-
cer�a que se desconoce la desviaci�on est�andar.

Ejemplo 42. Similar al ejemplo anterior, pero se desconoce la desviaci�on est�andar
de la poblaci�on.

Considere 12 observaciones de la edad, en meses, de los beb�es ingresados en el
establecimiento de salud en un d��a, cuyos datos se presentan a continuaci�on.

2 14 5 8 9 1 15 6 8 5 5 3

a) Construya el intervalo de con�anza para la media, considerando un nivel de
con�anza de 95 %.

b) Repita el procedimiento para una con�anza de 99 %.

Soluci�on:

Para construir los intervalos de con�anza para la media poblacional, con base en
estos datos, necesitamos el valor de la media muestral y el valor tabulado relacionado
con la probabilidad de cobertura.

Adquiriendo los datos:

Tama~no de la muestra: n 12

Media: X
P 12

i=1 X i

12 = 81
12 = 6,75

Desviaci�on est�andar: s 4,35
Probabilidad de cobertura: 95 % t0,025(11) = 2,20
Probabilidad de cobertura: 99 % t0,005(11) = 3,11

El intervalo de con�anza se obtiene mediante la f�ormula:

X �
s � t �=2 (n � 1)

p
n

< � < X +
s � t �=2 (n � 1)

p
n

:

a) Sustituyendo los valores, obtenemos:

6,75 �
4,35 � 2,2

p
12

< � < 6,75 +
4,35 � 2,2

p
12

6,75 � 2,76 < � < 6,75 + 2,76

3,99 < � < 9,51:
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En forma intervalar,

IC[�; 95 %] = (3,99; 9,51):

> ICmedia(x,0.05)
[1] 3.985461 9.514539

b) Con una probabilidad de cobertura de 99 %, lo que cambia en la determinaci�on
del nuevo intervalo de con�anza es el valor de t�=2 (n � 1). As��,

IC[�; 99 %] =
�

6,75 �
4,35 � 3,11

p
12

; 6,75 +
4,35 � 3,11

p
12

�

IC[�; 99 %] = (6,75 � 3,90; 6,75 + 3,90)

IC[�; 99 %] = (2,85; 10,65):

> ICmedia(x,0.01)
[1] 2.848964 10.651036

Notamos que la amplitud del intervalo aument�o con el aumento de la probabili-
dad de cobertura.

Comparando los l��mites del ejemplo anterior con los l��mites de este ejemplo,
vemos que tambi�en hay una distinci�on incluso cuando la probabilidad de cobertura
es la misma, mostrando la in
uencia de considerar la metodolog��a para desviaciones
est�andar poblacional conocida y desconocida.

5.3.3. Test de hip�otesis

Situaci�on-problema:

\Por experiencia y observaci�on de la realidad, la comunidad m�edica sabe que, en
un lugar determinado, el peso de los ni~nos al nacer es, en promedio, igual a 2;1 kg.
Como el peso es bajo, lo que puede causar problemas en la salud de los beb�es, se
est�an tomando medidas preventivas en el control prenatal para aumentar el peso de
los beb�es al nacer. Se proponen algunos tratamientos y uno de ellos se aplica a un
grupo de mujeres embarazadas, elegidas al azar. >El peso de los beb�es de estas mujeres
embarazadas ser�a diferente del peso que estaba ocurriendo antes de esa iniciativa de
tratamiento?"

Esto puede considerarse un ejemplo t��pico de prueba de hip�otesis. El investigador
podr��a estar interesado en comprobar si el peso promedio de los beb�es nacidos de
mujeres embarazadas que se sometieron a este nuevo tratamiento es:

a) diferente del peso de los beb�es que nac��an antes;
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b) mayor que el peso de los beb�es que nac��an antes;

c) menor que el peso de los beb�es que nac��an antes.

De esta forma, tenemos tres posibles hip�otesis a contrastar y cada una de ellas
tiene sus particularidades en cuanto al inter�es del investigador y tambi�en la regla de
decisi�on involucrada.

En general, al probar hip�otesis, no solo con respecto al promedio, tal como lo
tratamos en este tema, asumimos que hay informaciones sobre el par�ametro y esas
informaciones se consideran verdaderas hasta que se demuestre lo contrario.

En nuestro caso, el par�ametro en cuesti�on es el peso promedio de los beb�es al
nacer y la hip�otesis que se considera cierta es que este promedio es de 2,1 kg, lo cual
es validado por la experiencia de la comunidad m�edica local. Demostrar que esto no
es cierto corresponde a veri�car, por medios estad��sticos, que el peso de los beb�es
no es de 2,1 kg, que podr��a ser: a) diferente; b) mayor; o c) menor.

Considerando que las medidas m�edicas adoptadas valoran la ganancia de peso
de los beb�es, entonces la hip�otesis de inter�es es la b) listada anteriormente. Repre-
sentando la media por �, podemos indicar las hip�otesis a probar de la siguiente
manera: �

� = 2,1
� > 2,1

Para diferenciar las condiciones (hip�otesis), indicamos la primera por H0 : � =
2,1; denominada hip�otesis nula, y la segunda por Ha : � > 2,1, denominada hip�otesis
alternativa. En general, las hip�otesis se presentan de la siguiente manera:

�
H0 : � = 2,1
Ha : � > 2,1

Si, en vez de considerar el caso b) igualdad contra mayor, el inter�es fuera el caso
a) igualdad contra diferencia, o en el caso c) igualdad contra menor, lo que cambiar��a
ser��a Ha, la hip�otesis alternativa. La hip�otesis nula H0 es siempre la misma, es decir,
la hip�otesis de la igualdad a un valor �jo.

Las hip�otesis se contrastan utilizando informaci�on obtenida de la muestra y con-
siderando alguna medida comparativa para decidir si se rechaza o no la hip�otesis
nula H0.

Como se utiliza una muestra de la poblaci�on, la decisi�on que se tome puede
ser acertada o no, y esto est�a relacionado con los errores Tipo I y Tipo II que
discutiremos al �nal del cap��tulo.

Note que debemos tener en cuenta la cuesti�on de si se conoce o no la desviaci�on
est�andar de la poblaci�on (�).
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5.3.4. Tipos de hip�otesis: unilateral y bilateral

Podemos tener pruebas unilaterales y bilaterales para la media con desviaci�on
est�andar poblacional conocida o desconocida. Las pruebas bilaterales son pruebas
de igualdad versus diferencias; el resto son pruebas unilaterales. Lo que cambia de
uno a otro es el valor tabulado que se utilizar�a en la decisi�on de la prueba, as�� como
la regla de decisi�on en s��.

A continuaci�on, presentaremos las estad��sticas de cada una de las pruebas, segui-
das de las respectivas reglas de decisi�on.

Estad��sticas

Si se conoce la desviaci�on est�andar de la poblaci�on (� conocida), el estad��stico
de prueba viene dado por:

Z =
p

n
X � � 0

�
;

donde � 0 es el valor �jado de inter�es, n es el n�umero de datos en la muestra, � es la
desviaci�on est�andar poblacional yX es la media muestral.

Si se desconoce la desviaci�on est�andar de la poblaci�on (� desconocida), el es-
tad��stico de prueba viene dado por:

T =
p

n
X � � 0

s
;

donde � 0 es el valor �jado de inter�es, n es el n�umero de datos de la muestra, s es la
desviaci�on est�andar muestral yX es la media muestral.

Regla de decisi�on

La decisi�on siempre se toma en t�erminos de H0. Es costumbre decir que H0
se rechaza o no; en caso de rechazarse H0, la evidencia se dirige hacia Ha.

La decisi�on depende del tipo de prueba y de la estad��stica utilizada, recordando
que la decisi�on para las estad��sticas depende de conocer o no la desviaci�on est�andar
poblacional.

Las siguientes son las pruebas (unilaterales y bilaterales) con sus respectivas
reglas de decisi�on.

Igualdad versus diferencia - test bilateral

Para comprobar
�

H0 : � = � 0

Ha : � 6= � 0
, tenemos las siguientes situaciones:

i) Si � es conocido, se rechaza H0 si jZj > z �=2 al nivel 100(�) % de signi�cancia;
ii) Si � es desconocido, se rechaza H0 si jT j > t �=2 (n � 1) al nivel 100(�) % de

signi�cancia.
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Igualdad versus mayor - prueba unilateral a la derecha

Para veri�car
�

H0 : � = � 0

Ha : � > � 0
, tenemos las siguientes situaciones:

i) Si � es conocido, se rechaza H0 si Z > z � al nivel 100(�) % de signi�cancia;
ii) Si � es desconocido, se rechaza H0 si T > t � (n � 1) al nivel 100(�) % de

signi�cancia.

Igualdad versus menor - test unilateral a la izquierda

Para veri�car
�

H0 : � = � 0

Ha : � < � 0
, tenemos las siguientes situaciones:

i) Si � es conocido, se rechaza H0 si Z < �z � al nivel 100(�) % de signi�cancia;
ii) Si � es desconocido, se rechaza H0 si T < �t � (n � 1) al nivel 100(�) % de

signi�cancia.

Observaciones:

1) Evidentemente, si el valor del estad��stico est�a fuera de los rangos indicados
anteriormente, la decisi�on ser�a contraria, es decir, no rechazar H0;

2) Para n > 30, se tiene que t� (n � 1) = z � , y adem�as, t�=2 (n � 1) = z �=2 .

Algoritmo para construir pruebas de hip�otesis

1. Extraer los datos disponibles;

2. Establecer las hip�otesis nula y alternativa;

3. Decida qu�e estad��stica usar en la prueba, dependiendo de si conoce o no la
desviaci�on est�andar;

4. Fijar la probabilidad � y encontrar el valor cr��tico;

5. Calcular estad��sticas de prueba;

6. Comparar el valor obtenido con el valor cr��tico y decidir, seg�un la regla de
decisi�on, si se rechaza o no la hip�otesis H0.

C�odigo en el software R para realizar pruebas de hip�otesis para la media:

# Funci�on para realizar pruebas de hip�otesis para la media
> testHipmedia<-function(x,media,alfa,decision,desviacion) {
n<-length(x)
if(decision=="diferente") {
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if(!missing(desviacion)) {
critico=qnorm(alfa/2, lower.tail=FALSE) # valor cr��tico
z<-sqrt(n)*(mean(x)-media)/desviacion }
if(missing(desviacion)) {
critico<-qt(1-alfa/2, n-1)
z<-sqrt(n)*(mean(x)-media)/sd(x) }
Decision=if(abs(z) > critico) { "Rechazar H0" } else
"No rechazar H0" }
if(decision=="mayor") {
if(!missing(desviacion)) {
critico=qnorm(alfa, lower.tail=FALSE) # valor cr��tico
z<-sqrt(n)*(mean(x)-media)/desviacion }
if(missing(desviacion)) {
critico<-qt(1-alfa, n-1)
z<-sqrt(n)*(mean(x)-media)/sd(x) }
Decision=if(z > critico) { "Rechazar H0" } else
"No rechazar H0" }
if(decision=="menor") {
if(!missing(desviacion)) {
critico=qnorm(alfa, lower.tail=FALSE) # valor cr��tico
z<-sqrt(n)*(mean(x)-media)/desviacion }
if(missing(desviacion)) {
critico<-qt(1-alfa, n-1)
z<-sqrt(n)*(mean(x)-media)/sd(x) }
Decision=if(z < -critico) { "Rechazar H0" } else "No rechazar H0" }
return(Decision) }

La funci�on testHipmedia tiene como argumentos el vector de observaciones \x",
la media a probar \media", el nivel de signi�cancia \alfa", la decisi�on a tomar
\decision", siendo ella: \diferente" para probar si di�ere, \mayor" para la prueba
unilateral a la derecha y \menor" para la prueba unilateral a la izquierda. Final-
mente, tenemos la desviaci�on est�andar. An�alogamente a la funci�on realizada para
el intervalo de con�anza, si no se completa el argumento \desviacion", el programa
entiende que la desviaci�on est�andar es desconocida.

Ejemplo 43. Considere el consumo de energ��a mensual de 10 hogares, donde la
desviaci�on est�andar poblacional es conocida y igual a 15 kWh.

113 142 126 132 98 109 150 132 121 143

Estamos interesados en probar si:

a) >El consumo medio se puede considerar igual a 120 kWh, al 10 % de signi�-
cancia, o es diferente de 120 kWh?
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b) Al 5 % de signi�cancia, >el consumo medio de energ��a es igual a 115 kWh o
mayor?

c) Al 10 % de signi�cancia, >el consumo medio de energ��a es menor o igual a
130 kWh?

Soluci�on:

a) >El consumo medio se puede considerar igual a 120 kWh, al 10 % de signi�-
cancia, o es diferente de 120 kWh?

1. Obteniendo los datos: n = 10; � = 15; X = 126,6, � 0 = 120 (valor para
comparar);

2. Hip�otesis:
�

H0 : � = 120
Ha : � 6= 120

;

3. Estad��stica: Z =
p

n
X � � 0

�
, porque se conoce la desviaci�on est�andar;

4. Fijar � = 10 % (dado en la pregunta), luego por la tabla de la distribuci�on
Normal, el valor cr��tico es z0,05 = 1,65 (valor de z�=2 por ser test bilateral);

5. C�alculo de la estad��stica: Z =
p

10
126,6 � 120

15
� 1,39;

6. Decisi�on: Por la regla de decisi�on, si jZj > z0,05 se rechaza H0. Como Z �
1,39 � 1,65 = z 0,05, entonces no rechazamos H0.

Es decir, al 10 % de signi�cancia, no hay evidencia su�ciente para a�rmar que
el consumo energ�etico medio de las familias en cuesti�on sea distinto de 120 kWh,
aunque la media muestral di�era de este valor.

> x<-c(113,142,126,132,98,109,150,132,121,143)
> testHipmedia(x,120,0.1,"diferente",15)
[1] "No rechazar H0"

b) Al 5 % de signi�cancia, >el consumo medio de energ��a es igual a 115 kWh o
mayor?

1. Obtenci�on de los datos: son los mismos que en el caso anterior, a excepci�on de
� 0 = 115 (valor para comparar);

2. Hip�otesis:
�

H0 : � = 115
Ha : � > 115

;

3. Estad��stica: Z =
p

n
X � � 0

�
, igual que el caso anterior;
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4. Fijar � = 5 %, dado en la pregunta. De la tabla de la distribuci�on Normal, el
valor cr��tico es z0,05 = 1,65 (es z� por ser test unilateral);

5. C�alculo de la estad��stica: Z =
p

10
126,6 � 115

15
� 2,45;

6. Decisi�on: Por la regla de decisi�on, si Z > z0,05 se rechaza H0: Dado que Z �
2,45 > 1,65 = z0,05, rechazamos H0.

> testHipmedia(x,115,0.05,"mayor",15)
[1] "Rechazar H0"

Es decir, al 5 % de signi�cancia, rechazamos la hip�otesis de igualdad (H0) y
encontramos evidencia de que el consumo medio de energ��a es superior a 115 kWh.

c) Al 10 % de signi�cancia, >el consumo medio de energ��a es menor o igual a 130
kWh?

1. Obtenci�on de los datos: son los mismos que en el caso anterior, a excepci�on de
� 0 = 130 (valor para comparar);

2. Hip�otesis:
�

H0 : � = 130
Ha : � < 130

;

3. Estad��stica: Z =
p

n
X � � 0

�
, lo mismo que el caso anterior;

4. Fijar � = 10 %, dado en la pregunta. Por la tabla de la distribuci�on Normal,
el valor cr��tico es �z 0,10 = �1,28 (�z � por ser un test unilateral);

5. C�alculo de la estad��stica: Z =
p

10
126,6 � 130

15
� �0,72;

6. Decisi�on: Por la regla de decisi�on, si Z < �z 0,10 se rechaza H0: Dado que
Z � �0,72 � �1,28 = �z 0,10, no rechazamos H0.

> testHipmedia(x,130,0.1,"menor",15)
[1] "No rechazar H0"

Es decir, al 10 % de signi�cancia, no hay evidencia su�ciente para a�rmar que el
consumo medio de energ��a sea menor que 130 kWh.

Ejemplo 44. Considerando el consumo de energ��a mensual, en kWh, de 10 hogares,
donde se desconoce la desviaci�on est�andar poblacional, nos interesa probar si:

a) >Se puede considerar el consumo medio igual a 100 kWh, al 10 % de signi�-
cancia, o es diferente de 100 kWh?
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b) Al 10 % de signi�cancia, >el consumo medio de energ��a es igual a 100 kWh o
mayor?

c) Al 10 % de signi�cancia, >el consumo medio de energ��a es menor o igual a
100 kWh?

Los datos son los mismos que en el ejemplo anterior:

113 142 126 132 98 109 150 132 121 143

Soluci�on:

La estad��stica usada en este caso es: T =
p

n
X � � 0

s
, donde n = 10; X = 126,6

y s � 16,52.

a) El objetivo es veri�car si el consumo medio de estos residentes es igual a 100
kWh, lo que equivale a probar las hip�otesis:

�
H0 : � = 100
Ha : � 6= 100

Tenemos que �0 = 100, y el valor de la estad��stica de prueba es T =
p

10
126,6 � 100

16,52
� 5,09.

De la tabla de la distribuci�on t-Student, obtenemos t0,05(9) = 1,83. Por la regla
de decisi�on presentada, si jT j > t0,05(9) se rechaza H0: Como eso ocurri�o, rechazamos
H0:

> testHipmedia(x,100,0.1,"diferente")
[1] "Rechazar H0"

b) El objetivo es veri�car si el consumo promedio de estos residentes es mayor
a 100 kWh. Es decir, probar las siguientes hip�otesis:

�
H0 : � = 100
Ha : � > 100

Del caso anterior, tenemos T � 5;09 y, de la tabla de la distribuci�on t-Student,
obtenemos t0,10(9) = 1,38.

Por la regla de decisi�on presentada, si T > t0,10(9) rechazamos H0: Como sucedi�o
esto, rechazamos H0:

> testHipmedia(x,100,0.1,"mayor")
[1] "Rechazar H0"
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c) El objetivo es veri�car si el consumo medio de estos residentes es menor a 100
kWh. Esto equivale a probar las hip�otesis:

�
H0 : � = 100
Ha : � < 100

Por el caso anterior, tenemos T � 5,09 y t0,10(9) = 1,38.
Por la regla de decisi�on presentada, si T < �t0,10(9) rechazamos H0: Como esto

no sucedi�o, no rechazamos H0.

> testHipmedia(x,100,0.1,"menor")
[1] "No rechazar H0"

5.4. Proporci�on poblacional

Situaci�on-problema:

\La direcci�on de una instituci�on educativa (IE) en Brasil necesita determinar
la proporci�on de sus estudiantes que utilizan el transporte p�ublico. No es factible
entrevistar a todos los estudiantes, por lo que se tom�o una muestra de 25 estudiantes
y de ella se pretende obtener respuesta a las siguientes preguntas:

a) Con 95 % de con�anza >qu�e proporci�on de estudiantes usa el transporte
p�ublico?

b) Una l��nea de autob�us da servicio a la IE y si la proporci�on de estudiantes que
utilizan el transporte p�ublico es inferior a 30 %, al 5 % de signi�cancia, se suspender�a
el servicio.

c) >Se puede decir, al 1 % de signi�cancia, que 1=3 de los estudiantes de la
instituci�on en cuesti�on utilizan este tipo de transporte?

Entre los entrevistados, 9 respondieron a�rmativamente."

El valor exacto de este porcentaje solo se conocer��a si se entrevistara a todos los
estudiantes. A partir de la muestra tendremos una estimaci�on del porcentaje, que se
obtiene por la raz�on entre el n�umero de alumnos que respondieron a�rmativamente
y el total de encuestados. Pero como en toda estimaci�on hay error, el intervalo
de con�anza de 95 % resume la incertidumbre del procedimiento: si repiti�eramos
muchas muestras y construy�eramos intervalos de la misma forma, cerca del 95 %
de ellos contendr��a la proporci�on poblacional. Para responder las preguntas b) y c),
utilizaremos pruebas de hip�otesis.

La proporci�on es siempre un valor entre 0 y 1. Puede aparecer multiplicado por
100 y luego seguido del s��mbolo % (porcentaje).

A continuaci�on, presentamos m�etodos para obtener la respuesta a la primera
pregunta, as�� como la generalizaci�on de los m�etodos.

142



5.4.1. Intervalo de con�anza

Denotaremos la proporci�on obtenida de la muestra por bp y diremos que esta
es una estimaci�on de la proporci�on real p, que tambi�en se denomina proporci�on
verdadera o proporci�on poblacional.

El intervalo de con�anza con nivel 100(1 � �) % para la proporci�on p est�a dado
por:

IC[p; 100(1 � �) %] = bp � z �=2

r
bp(1 � bp)

n
;

o entonces,

IC[p; 100(1 � �) %] =

 

bp � z �=2

r
bp(1 � bp)

n
; bp + z �=2

r
bp(1 � bp)

n

!

;

donde bp es la estimaci�on de la proporci�on obtenida de la muestra, � es el nivel de
signi�cancia que conduce al valor tabulado de z�=2 (consulte la Tabla 5.2), y n es el
total de datos en la muestra.

El valor de z�=2 proviene de la distribuci�on de probabilidad Normal. El uso de
esta distribuci�on est�a justi�cado por el Teorema del L��mite Central, ya que, para n
grande, tenemos:

bp ! N
�

p;
p(1 � p)

n

�
:

Esta verdad estad��stica, que no ser�a demostrada aqu��, corrobora el uso de valores
de distribuci�on de probabilidad Normal para la estimaci�on de intervalos.

Los niveles de con�anza utilizados dependen del inter�es del usuario, pero los m�as
habituales son 90 %, 95 % y 99 %, as�� como en el caso de la media, que puede variar
seg�un el �area de actuaci�on y la precisi�on deseada.

Considere que y es el n�umero de elementos con cierta caracter��stica, n es el
tama~no de la muestra y � es el complemento del nivel de con�anza. El comando en
R para obtener el intervalo de con�anza de la proporci�on es:

# Funci�on para calcular el IC
> ICprop<-function(y,n,alfa) {
p<-y/n
z<-qnorm(alfa/2, lower.tail=FALSE)
LI<-max(p-z*sqrt((p*(1-p))/n),0)
LS<-min(p+z*sqrt((p*(1-p))/n),1)
return(c(LI,LS)) }

Ejemplo 45. Considere la situaci�on problem�atica presentada al comienzo de esta
secci�on. El primer inter�es es obtener el intervalo de con�anza de 95 % para la propor-
ci�on de estudiantes de la instituci�on que utilizan el transporte p�ublico, teniendo como
resultado del muestreo que 9 de los 25 estudiantes respondieron a�rmativamente.
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Soluci�on:

Nivel de con�anza = 95 % ) � = 5 % ) z �=2 = 1,96 (Tabla 5.2);
n = 25;
bp = 9

25 = 0,36.

As��,

IC[p; 100(1 � �) %] =

 

bp � z �=2

r
bp(1 � bp)

n
; bp + z �=2

r
bp(1 � bp)

n

!

IC[p; 95 %] =

 

0,36 � 1,96

r
0,36 � 0,64

25
; 0,36 + 1,96

r
0,36 � 0,64

25

!

= (0,36 � 0,19; 0,36 + 0,19)

= (0,17; 0,55) :

Es decir, con un nivel de con�anza de 95 %, podemos decir que la proporci�on de
estudiantes que utilizan el transporte p�ublico est�a entre 17 % y 55 %.

> ICprop(9,25,0.05)
[1] 0.1718435 0.5481565

Para calcular los intervalos de con�anza para esta proporci�on con otros niveles
de con�anza, simplemente cambie el valor de z�=2 apropiadamente al valor corres-
pondiente al nivel de con�anza deseado.

Los puntos b) y c) de la situaci�on-problema se resolver�an m�as adelante.

Ejemplo 46. El sector de control de calidad de una f�abrica de zapatillas, probaron
100 piezas para veri�car la resistencia del producto. En la prueba, 13 zapatillas
presentaron problemas.

a) Con 90 % de con�anza, >qu�e proporci�on de zapatillas defectuosas tiene esta
f�abrica?

b) Si la empresa produce 5.900 piezas/d��a, con 90 % de con�anza, >cu�al es la
cantidad de piezas defectuosas/d��a?

Soluci�on:

a) Necesitamos construir el IC[p; 90 %]. Para eso, tenemos:

Nivel de con�anza = 90 % ) � = 10 % ) z �=2 = 1,65 (Tabla 5.2);
n = 100 y bp = 13

100 = 0,13.
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As��,

IC[p; 100(1 � �) %] =

 

bp � z �=2

r
bp(1 � bp)

n
; bp + z �=2

r
bp(1 � bp)

n

!

IC[p; 90 %] =

 

0,13 � 1,65

r
0,13 � 0,87

100
; 0,13 + 1,65

r
0,13 � 0,87

100

!

= (0,13 � 0,055; 0,13 + 0,055)

= (0,075; 0,185) :

Es decir, con un nivel de con�anza de 90 %, podemos decir que la proporci�on de
zapatillas defectuosas en la f�abrica es inferior a 20 %, o m�as concretamente, entre
un 7,5 % y un 18,5 %.

> ICprop(13,100,0.1)
[1] 0.0747 0.1853

b) En este caso, basta con multiplicar el n�umero total de piezas producidas por
los l��mites del IC[p; 90 %], es decir,

IC[Defectuosos/dia; 90 %] = (0,07 � 5.900; 0,19 � 5.900) = (442; 1.092) :

Conociendo el costo de producci�on de cada pieza, es posible obtener los valores
de p�erdida que tiene la f�abrica con la producci�on de piezas defectuosas. Y si el
n�umero de piezas, o incluso la p�erdida total, se consideran perjudiciales para la
\salud" �nanciera de la empresa, se pueden adoptar medidas correctivas.

De esta forma, nos damos cuenta que un simple c�alculo resultante de un muestreo
puede medir y ayudar en la detecci�on de problemas.

Sin embargo, como los intervalos son para la proporci�on y como mencionamos
al principio de la secci�on, la proporci�on es un valor entre 0 y 1. Si el resultado del
c�alculo del LI es menor que cero, se debe asignar el valor cero como LI; y si el c�alculo
de LS es mayor que 1, se debe asignar el valor 1 como LS. Esto es por motivos de
consistencia, incluso porque no tiene sentido representar un intervalo de con�anza
para la proporci�on como (0,5; 1,2), si su valor nunca ser�a mayor que 1.

5.4.2. Test de hip�otesis

Para responder las preguntas b) y c) de la situaci�on-problema, se realizar�an
pruebas de hip�otesis.

El nivel de signi�cancia para las pruebas a menudo no est�a de�nido. En estos
casos, se estipula una probabilidad aceptable, seg�un el problema, como se mencion�o
anteriormente.

A continuaci�on, presentaremos los pasos para realizar la prueba de hip�otesis de
la proporci�on y, luego, se resolver�an algunos ejemplos.
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Algoritmo de la prueba de hip�otesis

i) Obtener los datos;

ii) Establecer las hip�otesis;

iii) Establecer el nivel de signi�cancia �;

iv) Calcular la estad��stica de prueba;

v) Tomar la decisi�on, con base en la regla de decisi�on correcta.

Estad��stica

En la prueba para la proporci�on, el estad��stico de prueba viene dado por:

Z =
bp � p 0

� 0
;

donde �0 =

r
p0(1 � p 0)

n
, n es el n�umero de datos y p0 es el valor de la proporci�on

�jado para la comparaci�on.

Regla de decisi�on

Las reglas de decisi�on siempre est�an considerando el nivel � de signi�cancia.

a) Para comprobar
�

H0 : p = p0

Ha : p 6= p0
, se rechaza H0 si jZj > z �=2 ;

b) Para comprobar
�

H0 : p = p0

Ha : p > p0
, se rechaza H0 si Z > z � ;

c) Para comprobar
�

H0 : p = p0

Ha : p < p0
, se rechaza H0 si Z < �z � .

La prueba presentada en a) se denomina prueba de dos colas (o bilateral) y las
presentadas en b) y c) se denominan pruebas de una cola (o unilateral) a la derecha
y a la izquierda, respectivamente.

C�odigo en el software R para realizar el test de hip�otesis para la proporci�on:

# Funci�on para realizar la prueba de hip�otesis
> testHiprop<-function(y,n,p0,alfa,decision) {
p<-y/n
z<-(p-p0)/sqrt((p0*(1-p0)/n))
if(decision=="diferente"){
critico=qnorm(alfa/2, lower.tail=FALSE) # valor cr��tico
Decision=if(abs(z) > critico) { "Rechazar H0" } else
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"No Rechazar H0" }
if(decision=="mayor") {
critico=qnorm(alfa, lower.tail=FALSE) # valor cr��tico
Decision=if(z > critico) { "Rechazar H0" } else
"No rechazar H0" }
if(decision=="menor") {
critico=qnorm(alfa, lower.tail=FALSE) # valor cr��tico
Decision=if(z < -critico) { "Rechazar H0" } else
"No Rechazar H0" }
return(Decision) }

La funci�on testHiprop tiene como argumentos el n�umero de eventos de inter�es
\y", el n�umero total \n", el valor de la hip�otesis a probar \p0", el nivel de signi�can-
cia \alfa", la decisi�on a tomar \decision", siendo: \diferente" para probar si di�ere,
\mayor" para la prueba unilateral a la derecha y \menor" para la prueba unilateral
a la izquierda.

Dada la metodolog��a presentada, estamos en condiciones de resolver los puntos
b) y c) de la situaci�on-problema.

Ejemplo 47. Supongamos que 9 de los 25 entrevistados respondieron a�rmativa-
mente al uso del transporte p�ublico. Se sabe que la l��nea de autob�us que da servicio a
la IE se suspender�a si la proporci�on de estudiantes que utilizan el transporte p�ublico
es inferior a 30 %, al 5 % de signi�cancia. >Proporcionan los datos evidencia para
suspender la ruta del autob�us?

Soluci�on:

Prueba de hip�otesis con un nivel de signi�cancia del 5 %, con p0 = 0,3:

1. Datos: n = 25 y y = 9. Luego, bp = 9
25 = 0,36. Adem�as,

p0 = 0,3;

� 0 =

r
p0(1 � p 0)

n
=

r
0,3(1 � 0,3)

25
� 0,092:

2. Estableciendo las hip�otesis: La hip�otesis nula es siempre de igualdad, mientras
que en este caso la hip�otesis alternativa es unilateral a la izquierda, por lo
tanto, �

H0 : p = 0,3
Ha : p < 0,3

3. El nivel de signi�cancia � establecido por el problema: Como � = 5 %; entonces
el valor cr��tico es �z 0,05 = �1,65:
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4. Estad��stica de prueba: Su c�alculo se realiza directamente aplicando la f�ormula,
por lo tanto,

Z =
bp � p 0

� 0
=

0,36 � 0,3
0,092

� 0,652:

5. Decisi�on: Bas�andonos en la regla de decisi�on, que es \rechazar H0 si Z < �z �

en el nivel de signi�cancia �", como 0,652 � -1,65, entonces no se rechaza H0.
Por lo tanto, no hay evidencia su�ciente de que la proporci�on de estudiantes
que utilizan el transporte p�ublico sea inferior al 30 %; con esta prueba no se
justi�ca suspender la l��nea de buses.

> testHiprop(9,25,0.3,0.05,"menor")
[1] "No Rechazar H0"

Continuando con la resoluci�on de los ��tems de la situaci�on-problema, tenemos:

Ejemplo 48. Considerando que 9 de los 25 entrevistados respondieron a�rmativa-
mente al uso del transporte p�ublico, >se puede a�rmar, al 1 % de signi�cancia, que
1=3 de los estudiantes de la instituci�on en cuesti�on utilizan este tipo de transporte?

Soluci�on:

Prueba de hip�otesis con un nivel de signi�cancia de 1 % y p0 = 1=3.

1. Datos: n = 25; y = 9. Luego, bp = 9
25 = 0,36. Adem�as,

p0 = 1=3;

� 0 =

r
p0(1 � p 0)

n
=

r
1=3(1 � 1=3)

25
� 0,094.

2. Establecer las hip�otesis: La hip�otesis nula es siempre la igualdad, mientras que
en este caso la hip�otesis alternativa es la bilateral, por tanto,

�
H0 : p = 1=3
Ha : p 6= 1=3

3. El nivel de signi�caci�on � establecido por el problema: Dado que � = 1 %;
entonces el valor cr��tico es z0,005 = 2,58.

4. Estad��stica de prueba: Su c�alculo se realiza directamente aplicando la f�ormula,
por lo tanto,

Z =
bp � p 0

� 0
=

0,36 � 1=3
0,094

� 0,2837:
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5. Decisi�on: Bas�andonos en la regla de decisi�on, que es \rechazar H0 si jZj > z �
2

en el nivel de signi�cancia �", como 0,2837 � 2,58, no rechazamos H0: Por lo
tanto, no hay evidencia su�ciente para a�rmar que la proporci�on de estudiantes
que utilizan el transporte p�ublico sea diferente de 1=3.

> testHiprop(9,25,1/3,0.01,"diferente")
[1] "No rechazar H0"

5.5. Varianza poblacional

Situaci�on-problema:

\Una f�abrica produce tornillos cuyo di�ametro promedio es 2 cm. Para control de
calidad, la variabilidad no puede exceder 0;05cm por tornillo. Si se supera este valor,
se detiene la producci�on y se regula la m�aquina. Sin embargo, no es pr�actico medir el
di�ametro de todos los tornillos para obtener variabilidad, por lo que se decidi�o tomar
una muestra de 20 tornillos cada hora, al azar, para veri�car la variabilidad.

Quedan abiertas dos preguntas:
a) Con 95 % de con�anza, >esta variabilidad obtenida se encuentra entre qu�e

valores?
b) Hay informaci�on de que la variabilidad el mes pasado fue de 0;01 cm por

unidad. Actualmente, >la variabilidad permanece inalterada?"

Para responder a estas preguntas, contamos con metodolog��as de intervalos de
con�anza y de prueba de hip�otesis para la varianza o para la desviaci�on est�andar.

Por razones interpretativas, presentaremos la metodolog��a del intervalo de con-
�anza ya adaptada para la desviaci�on est�andar, recordando que, para utilizarla para
la varianza, basta con elevarla al cuadrado.

5.5.1. Intervalo de con�anza

El intervalo de con�anza para la desviaci�on est�andar viene dado por:
s

(n � 1)s 2

� 2
(n�1) (1 � �=2)

� � �

s
(n � 1)s 2

� 2
(n�1) (�=2)

;

donde s es la desviaci�on est�andar de la muestra, n es el tama~no de la muestra y
� 2

(n�1) (1 � �=2) es el valor relacionado con la probabilidad de cobertura, presentado
en la tabla de distribuci�on Chi-cuadrado (Tabla A3 en el Ap�endice) con n�1 grados
de libertad.
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El valor
r

(n�1)s 2

� 2
(n�1) (1��=2) lo llamamos L��mite Inferior (LI) del intervalo; y el valor

r
(n�1)s 2

� 2
(n�1) (�=2) lo llamamos L��mite Superior (LS).

C�odigo en el software R para obtener el intervalo de con�anza de la desviaci�on
est�andar:

# Funci�on para el c�alculo del IC
> ICsigma<-function(x,alfa,s,n) {
if(!missing(x)) { # Si existe el vector de observaciones x, calcule
n<-length(x)
s<-sd(x) }
LI<-sqrt(((n-1)*s^2)/qchisq(1-alfa/2,n-1))
LS<-sqrt(((n-1)*s^2)/qchisq(alfa/2,n-1))
return(c(LI,LS)) }

La funci�on ICsigma tiene como argumentos el vector de observaciones \x", el
complemento del nivel de con�anza \alfa", la desviaci�on est�andar muestral \s" y el
tama~no muestral \n". Esta funci�on permite obtener el intervalo de con�anza de la
desviaci�on est�andar considerando un vector de observaciones \x", o bien a trav�es
de los valores de la desviaci�on est�andar y el tama~no de la muestra. Si \x" no se
completa, la funci�on considerar�a los valores \s" y \n" declarados.

Ejemplo 49. Considere una muestra de 20 tornillos (n = 20), que ten��an una
desviaci�on est�andar muestral s = 0;015. Con � = 5 % (con�anza de 95 %), determine
el intervalo de con�anza para:

a) la desviaci�on est�andar;
b) la varianza.

Soluci�on:

a) Por la metodolog��a presentada anteriormente, tenemos que el intervalo de
con�anza de 95 % para la desviaci�on est�andar viene dado por:

s
(20 � 1) � 0,015 2

� 2
(20�1) (1 � 0,05=2)

� � �

s
(20 � 1) � 0,015 2

� 2
(20�1) (0,05=2)

s
19 � 0,015 2

� 2
(19) (0,975)

� � �

s
19 � 0,015 2

� 2
(19) (0,025)

s
19 � 0,015 2

32,852
� � �

s
19 � 0,015 2

8,907
0,0114 � � � 0,0219:
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De esta forma, conseguimos que:

IC[�; 95 %] = (0,0114; 0,0219) :

> ICsigma(,0.05,0.015,20)
[1] 0.0114 0.0219

b) Para la varianza � 2, el intervalo de con�anza se obtiene elevando al cuadrado
el intervalo de con�anza de la desviaci�on est�andar. As��,

IC[� 2; 95 %] =
�
0,01142; 0,02192

�
= (0,00013; 0,00048) :

> ICsigma(,0.05,0.015,20)^2
[1] 0.00013 0.00048

5.5.2. Prueba de hip�otesis

Estad��stica

Para probar la varianza �2, considere la estad��stica:

Q =
(n � 1)s 2

� 2
:

Regla de decisi�on

a) Para probar
�

H0 : � 2 = � 2
0

Ha : � 2 6= �20
(test bilateral),

se rechaza H0 si Q > � 2
(n�1) (1 � �=2) o Q < � 2

(n�1) (�=2) al nivel 100(�) % de
signi�cancia;

b) Para probar
�

H0 : � 2 = � 2
0

Ha : � 2 > � 2
0

(test unilateral a la derecha),

se rechaza H0 si Q > � 2
(n�1) (1 � �) al nivel 100(�) % de signi�cancia;

c) Para probar
�

H0 : � 2 = � 2
0

Ha : � 2 < � 2
0

(test unilateral a la izquierda),

se rechaza H0 si Q < � 2
(n�1) (�) al nivel 100(�) % de signi�cancia.

C�odigo en software R para realizar la prueba de hip�otesis para la varianza:

# Funci�on para realizar la prueba de hip�otesis para la varianza
> testHipvar<-function(x,sigma2,alfa,decision,s2,n) {
if(!missing(x)) {
n<-length(x)

151



s2<-var(x) }
Q<-(n-1)*s2/sigma2 # estad��stica de prueba
if(decision=="diferente") {
critico1<-qchisq(1-alfa/2,n-1) # Cuantil 1-alpha/2 de la Chi-cuadrado
critico2<-qchisq(alfa/2,n-1) # Cuantil alpha/2 de la Chi-cuadrado
Decision=if(Q > critico1 | Q < critico2) { "Rechazar H0" } else
"No Rechazar H0" }
if(decision=="mayor") {
critico<-qchisq(1-alfa,n-1) # Cuantil 1-alpha de la Chi-cuadrado
Decision=if(Q > critico) { "Rechazar H0" } else
"No rechazar H0" }
if(decision=="menor") {
critico<-qchisq(alfa,n-1) # Cuantil alpha de la Chi-cuadrado
Decision=if(Q < critico) { "Rechazar H0" } else
"No rechazar H0" }
return(Decision) }

La funci�on testHipvar tiene como argumentos el vector de observaciones \x",
la varianza a probar \sigma2", el nivel de signi�cancia \alfa" y la decisi�on a tomar
\decision", donde \diferente" se usa para probar si di�ere, \mayor" para la prueba
unilateral a la derecha y \menor" para la prueba unilateral a la izquierda. Final-
mente, de manera similar a las otras funciones, si el vector \x" no se completa, la
funci�on considera la varianza muestral dada por \s2" y el tama~no de la muestra \n".

Ejemplo 50. Considere una muestra de la altura, en cm, de 15 adolescentes con la
misma edad, cuyos datos se presentan a continuaci�on.

153 163 162 142 164 156 168 152
169 148 159 157 170 162 171

El objetivo del an�alisis es comprobar si, a un nivel de signi�cancia de 10 %, la
varianza entre las estaturas de los adolescentes se puede considerar:

a) Igual o diferente de 50 cm2;
b) Igual o mayor que 50 cm2;
c) Igual o menor que 50 cm2.

Soluci�on:

a) Si la varianza de los tama~nos es igual a 50.

Probar:
�

H0 : � 2 = 50
Ha : � 2 6= 50

:

El valor de la estad��stica de prueba es: Q =
(n � 1)s 2

� 2
=

(15 � 1) � 71,78
50

=
20,0984.
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Usando la tabla de la distribuci�on Chi-cuadrado, obtenemos los valores cr��ticos:
� 2

14(0,95) = 23,685 y �2
14(0,05) = 6,571.

Por la regla de decisi�on presentada, si Q > �214(0,95) o Q < � 2
14(0,05), H0 es

rechazado. Como esto no sucedi�o, no rechazamos H0.

> x<-c(153,163,162,142,164,156,168,152,169,148,159,157,170,
162,171)
> testHipvar(x,50,0.1,"diferente")
[1] "No rechazar H0"

b) Si la varianza de los tama~nos es mayor que 50.

Probar:
�

H0 : � 2 = 50
Ha : � 2 > 50

:

El valor de la estad��stica de prueba es Q = 20,0984 y el valor cr��tico es �2
14(0,90) =

21,064 .
De acuerdo con la regla de decisi�on presentada, si Q > �2

14(0,90) se rechaza H0:
Como esto no ocurri�o, no rechazamos H0:

> testHipvar(x,50,0.1,"mayor")
[1] "No rechazar H0"

c) Si la varianza de los tama~nos es menor que 50.

Probar:
�

H0 : � 2 = 50
Ha : � 2 < 50

:

El valor de la estad��stica de prueba es Q = 20,0984 y el valor cr��tico es �2
14(0,10) =

7,789.
Por la regla de decisi�on presentada, si Q < �214(0,10) se rechaza H0: Como esto

no ocurri�o, no rechazamos H0:

> testHipvar(x,50,0.1,"menor")
[1] "No rechazar H0"

5.6. Relaci�on entre la prueba de hip�otesis y el in-
tervalo de con�anza

Supongamos que nos interesa realizar un contraste de hip�otesis para la media,
a un nivel de signi�cancia del 5 %, en el que las hip�otesis involucradas son igual-
dad versus diferencia. Tenemos un intervalo de con�anza de 95 % para esta media,
construido con � = 5 %. Entonces, la decisi�on con respecto a la prueba de hip�otesis
es:
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\Si el valor con el que se compara la media pertenece al intervalo, entonces no
se rechaza la hip�otesis de igualdad; de lo contrario, se rechaza."

Ejemplo 51. Tenemos que el intervalo de con�anza para la media es IC[�; 95 %] =
(18;3; 22;9) y queremos probar las hip�otesis:

�
H0 : � = 22
Ha : � 6= 22

al nivel de signi�cancia de 5 %:

Soluci�on:

Tenga en cuenta que el valor �0 = 22 2 IC[�; 95 %], por lo que no rechazamos
H0, es decir, no tenemos evidencia su�ciente para rechazar la hip�otesis de igualdad
de la media.

Tambi�en tenemos que, al 5 % de signi�cancia, no podemos rechazar la hip�otesis
de que la media asume cualquier valor entre 18,3 y 22,9, porque cualquier valor
dentro de este rango pertenece al intervalo de con�anza de 95 %.

Ejemplo 52. Pruebe las hip�otesis:
�

H0 : � = 2;8
Ha : � 6= 2;8

al nivel de signi�cancia de 1 %:

Soluci�on:

Podemos utilizar el mismo m�etodo aplicado en el ejemplo anterior, es decir, cal-
cular el intervalo de con�anza y comprobar si contiene el valor cr��tico. En este caso
tenemos: IC[�; 99 %] = (2,9; 4,2).

As��, � 0 = 2,8 y como � 0 =2 IC[�; 99 %], tenemos evidencia para rechazar la
hip�otesis de igualdad de la media en favor de Ha; es decir, al 1 % de signi�cancia los
datos aportan evidencia de que la media es distinta de 2,8.

5.7. Tipos de errores

Los errores en las pruebas de hip�otesis se determinan en t�erminos de la
hip�otesis nula (H0) y pueden ser dos:

Rechazar H0 siendo H0 verdadera;

No rechazar H0 siendo H0 falsa.
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Al primero, lo llamamos error Tipo I; y el segundo, error tipo II. Cada uno de
estos errores est�a asociado con una probabilidad, representada por � y �, respecti-
vamente. Vea el gr�a�co a continuaci�on.

Realidad
Decisi�on H0 verdadera H0 falsa

No rechazar H0 Decisi�on correcta Error Tipo II
(1 � �) (�)

Rechazar H0 Error Tipo I Decisi�on correcta
(�) (1 � �)

En este caso, � se denomina nivel de signi�cancia de la prueba y 1 � � es el
poder de la prueba.

El problema radica en que no conocemos la realidad, por lo que si la decisi�on es
\No rechazar H0", es posible que hayamos tomado la decisi�on correcta o hayamos
cometido un error Tipo II; adem�as, si la decisi�on es \Rechazar H0", es posible que
estemos tomando la decisi�on correcta o cometiendo un error Tipo I.

Para que la prueba de hip�otesis (o regla de decisi�on) se considere buena, debe
ser tal que los posibles errores en la toma de decisiones sean m��nimos. Si pudi�eramos
tener � = � = 0, tendr��amos la situaci�on ideal, pero considerando muestras esto no
es posible. Debemos tener cuidado, porque, generalmente, la disminuci�on de una de
las probabilidades de error puede provocar el aumento de la otra. Entonces, lo m�as
recomendable es controlar el error m�as grave.

Vea la siguiente situaci�on: \Un cliente se acerca a la compa~n��a �nanciera para
obtener una l��nea de cr�edito. La �nanciera, por su parte, se preocupa por clasi�car a
este cliente como buen pagador o mal pagador, en t�erminos de contraste de hip�otesis.
Por ello, tenemos las siguientes alternativas:

H0: Cliente = mal pagador
Ha: Cliente 6= mal pagador."

La decisi�on se basar�a en la informaci�on que obtendr�a sobre la vida �nanciera de
ese cliente.

Pero, considerando que la informaci�on a la que tiene acceso la �nanciera puede
ser poca, o peor a�un, puede ser falsa, la clasi�caci�on del cliente puede ser correcta o
no. Entonces podr��a pasar:

Verdad en relaci�on con el cliente
Decisi�on del banco Mal pagador Buen pagador

Cliente mal pagador = No presta Decisi�on correcta Error Tipo II

Cliente no es mal pagador = Presta Error Tipo I Decisi�on correcta
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Si la decisi�on tomada es:

Prestar dinero a un buen pagador; o

No prestar dinero a un mal pagador,

la decisi�on fue correcta.

Sin embargo, si la compa~n��a �nanciera cometi�o uno de los errores:

Prestar dinero a un mal pagador; o

No prestar dinero a un buen pagador,

>Cu�al de estos errores es m�as grave para ella?
Evidentemente, prestar dinero a un mal pagador, es decir, error Tipo I. El in-

vestigador logra controlar este tipo de error, ya que es el nivel de signi�cancia de la
prueba, el cual es estipulado por �el.

Al realizar la evaluaci�on, uno de los errores ser�a controlado por el investigador, y
corresponder�a a la probabilidad m�axima que �el admite de rechazar una hip�otesis ver-
dadera, que es �. La otra probabilidad de error se puede determinar y depender�a de
� y de la estad��stica de prueba. Las estad��sticas y las reglas de decisi�on presentadas
aqu�� minimizan este error.

5.8. P-valor

Supongamos que queremos realizar la siguiente prueba de hip�otesis para la
media: �

H0 : � = � 0

Ha : � 6= � 0

Para esta prueba, podemos tener el siguiente resultado:

Poblaci�on
Resultado de la evaluaci�on � = � 0 � 6= � 0

No se rechaza H0 Decisi�on correcta Error Tipo II

Se rechaza H0 Error Tipo I Decisi�on correcta

Suponiendo que H0 es verdadero, rechazamos H0 si la probabilidad de obtener
una media muestral tan extrema como la observada es peque~na. En esta situaci�on,
los datos no son compatibles con la hip�otesis nula, dando mayor apoyo a la hip�otesis
alternativa.
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Entonces concluimos que los datos entregan evidencia contra la a�rmaci�on � = �0
y se dice que la prueba es estad��sticamente signi�cativa.

La probabilidad de cometer el error Tipo I se denomina nivel de signi�cancia de
la prueba de hip�otesis y generalmente se denota por �. Lo m�as habitual es elegir
el nivel de signi�cancia 5 %. Tambi�en se pueden utilizar otros valores, por ejemplo,
1 % (m�as conservador) y 10 % (menos conservador).

Llamamos nivel descriptivo de la prueba (o valor p) a la probabilidad de obtener
una media muestral, o un estad��stico de prueba, tan extremo o m�as extremo que el
observado, dado que la hip�otesis nula es verdadera.

Usamos el valor p para comparar con el nivel de signi�cancia predeterminado
(�jado) y luego decidimos si la hip�otesis nula debe rechazarse o no.

Para esta comparaci�on, tenemos la siguiente regla de decisi�on:

Rechazamos H0 si p-valor � �;

No rechazamos H0 si p-valor > �.

5.9. Consideraciones �nales

La teor��a que rodea a la probabilidad asociada con los tipos de errores se
puede utilizar para determinar el tama~no de la muestra, pero esto no se aborda en
este compendio, ni tratamos en mayor detalle con respecto al \poder de la prueba",
porque se trata de un asunto te�orico con enfoque m�as probabil��stico.

La metodolog��a de prueba de hip�otesis abordada es adecuada para una muestra,
pero existen casos en los que es necesario comparar dos muestras, lo que requiere
procedimientos espec���cos que ser�an abordados en el siguiente cap��tulo.

5.10. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. Considere una muestra de 16 conejos cuyo peso medio es de 2,2 kg.
a) Suponiendo que se conoce la desviaci�on est�andar de la poblaci�on y que es

igual a 0,2 kg, determine los intervalos de con�anza para la media usando � = 2;5 %
y � = 1 %.

b) Determine los intervalos de con�anza del punto anterior, suponiendo que se
desconoce la desviaci�on est�andar de la poblaci�on y que la desviaci�on est�andar de la
muestra es igual a 0,3 kg.

c) Comente las diferencias en los resultados encontrados en los ��tems (a) y (b).

Ejercicio 2. En una encuesta realizada por el Instituto MAS entre el 2 y el 3 de
octubre del 2018, se encontr�o que, de un total de 1.023 residentes de la capital y
regi�on metropolitana de S~ao Paulo (Brasil) entrevistados, 290 se declararon hinchas
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del Corinthians. A partir de esta informaci�on, construya un intervalo de 90 % de
con�anza para la proporci�on de corinthianos en S~ao Paulo.

Ejercicio 3. Considere una muestra del peso (en g) de 30 barras de chocolate
producidas por una empresa chilena de alimentos, cuyos datos (�cticios) se presentan
a continuaci�on.

107 95 85 108 89 107 93 105 87 97
98 115 90 102 103 103 108 84 97 80
103 109 108 112 93 95 84 100 124 85

a) >El peso de la barra de chocolate sigue una distribuci�on Normal? (Sugerencia:
use la funci�on shapiro.test de R).

b) Considerando un nivel de con�anza de 95 %, determine el intervalo de con-
�anza para:

b.1) la desviaci�on est�andar.
b.2) la varianza.

Ejercicio 4. Un procedimiento para determinar la concentraci�on (en %) de un metal
extremadamente t�oxico en un determinado producto arroj�o los siguientes resultados:

0,018 0,012 0,020 0,021 0,029 0,019 0,030 0,024

Seg�un la norma reguladora, la concentraci�on de este metal no debe superar el
0,03 %. Entonces, >la muestra tomada nos permite a�rmar que el producto est�a
dentro de la norma? Con un nivel de signi�cancia de 1 %, de�na las hip�otesis y
pru�ebelas, considerando:

a) desviaci�on est�andar conocida igual a 0,005 %.
b) desviaci�on est�andar desconocida.

Ejercicio 5. A�un seg�un la encuesta realizada por el Instituto MAS, el 12,7 % de
los 1.023 vecinos entrevistados se declararon hinchas del S~ao Paulo. Contraste, con
un nivel de signi�cancia de 10 %, la hip�otesis H0 : p = 0,15 contra la alternativa
Ha : p 6= 0,15 , donde p es la verdadera proporci�on de hinchas paulistas en la capital
y regi�on metropolitana de S~ao Paulo.

Ejercicio 6. Considere los datos sobre la concentraci�on de una sustancia t�oxica en
determinado producto, provistos en el Ejercicio 4. Siempre de acuerdo con la norma
regulatoria, la concentraci�on del metal en el producto no debe tener una desviaci�on
est�andar mayor a 0,01 %.

a) Formule las hip�otesis nula y alternativa.
b) Analice los errores de Tipo I y Tipo II que pueden ocurrir en la prueba de

hip�otesis.
c) Realice la prueba y concluya con un nivel de signi�cancia de 2,5 %.

158



Ejercicio 7. Para las siguientes pruebas de hip�otesis, calcule el valor p y concluya
adoptando � = 5 %. (Sugerencia: use las funciones de R pnorm, pt y pchisq).

a)
�

H0 : � = 30
Ha : � 6= 30

, sabiendo que: �2 = 225, n = 100 y X = 33.

b)
�

H0 : � = 50
Ha : � > 50

, sabiendo que: n = 20, s2 = 144 y X = 60.

c)
�

H0 : p = 0,25
Ha : p < 0,25

, sabiendo que: n = 500 y bp = 0,21.

d)
�

H0 : � 2 = 100
Ha : � 2 6= 100

, sabiendo que: n = 45 y s2 = 87,5.
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Cap��tulo 6

Pruebas de hip�otesis para dos
poblaciones

Resumen del cap��tulo: En este cap��tulo abordamos inicialmente las pruebas
de hip�otesis para veri�car si, estad��sticamente, hay evidencia de diferencia entre las
varianzas de dos grupos. La decisi�on de tratar las varianzas como iguales o diferentes
conduce a metodolog��as espec���cas para comparar las medias de dos grupos. Los
procedimientos se presentan paso a paso y mediante rutinas en software R. En cada
tema hemos resuelto ejemplos y al �nal del cap��tulo proponemos algunos ejercicios.

Objetivos: Para comparar las medias de dos poblaciones, primero es necesario
decidir si sus varianzas se tratar�an como iguales o diferentes. Este cap��tulo tiene
como objetivo proporcionar las bases para que el lector tome esa decisi�on estad��stica y
tambi�en ayudar en los procedimientos para comparar medias para ambas situaciones.

6.1. Introducci�on

Desde un punto de vista inicial, la comparaci�on de varianzas se realiza para que
tengamos una base cient���ca al decidir qu�e procedimiento adoptar para comparar las
medias de dos poblaciones. Sin embargo, tambi�en se puede utilizar para comprobar
si, en dos procesos que hist�oricamente tienen medias iguales, la variabilidad tambi�en
es igual, es decir, si la variabilidad de los procesos que generan estas medias es la
misma.

6.2. Comparaci�on entre dos varianzas

Situaci�on-problema:
\Una l��nea de producci�on utiliza piezas de dos f�abricas. La especi�caci�on para

adquirir las piezas es que tengan entre 161 y 166 mm, en promedio. Tal especi�caci�on
es garantizada por ambas f�abricas; sin embargo, al �nal del proceso, varios productos
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presentan problemas y, como consecuencia, son rechazados por el control de calidad,
provocando p�erdidas.

En referencia al problema, una hip�otesis planteada por un grupo de t�ecnicos es
que puede haber una gran variabilidad en los tama~nos de las piezas utilizadas, aunque
cumplan con el requisito de tama~no medio. Si una de las f�abricas que suministra las
piezas garantiza el tama~no y, adem�as, presenta una variabilidad signi�cativamente
menor, sus piezas ser��an preferidas en las nuevas pruebas."

Este problema requiere comparaci�on entre varianzas. Para esto, las muestras
deben ser recolectadas y analizadas. Esta situaci�on se menciona nuevamente en el
Ejemplo 53.

Veri�car la homogeneidad de las medidas corresponde a veri�car si su variabili-
dad puede considerarse igual o no. Esto requiere formular hip�otesis, establecer una
estad��stica de prueba, compararla con una distribuci�on de probabilidad espec���ca y
luego decidir.

Reiteramos que la comparaci�on de varianzas puede ser utilizada tanto para el caso
de la situaci�on-problema, como tambi�en como un primer paso para la comparaci�on
de medias, ya que son necesarias diferentes metodolog��as para comparar medias de
muestras con varianzas consideradas iguales o diferentes.

Presentamos una metodolog��a para comparar las varianzas de dos poblaciones.

Hip�oteses

Queremos comprobar si las varianzas de los dos grupos son iguales o diferentes.
En t�erminos de prueba de hip�otesis, esto corresponde a probar:

�
H0 : � 2

1 = � 2
2

Ha : � 2
1 6= �22

Lo que equivale a probar las siguientes hip�otesis:
8
>><

>>:

H0 :
� 2

1

� 2
2

= 1

Ha :
� 2

1

� 2
2

6= 1

Tambi�en nos puede interesar probar si una varianza es mayor o menor que otra.
Todos estos casos est�an cubiertos por la teor��a y las estad��sticas utilizadas para ellos
son las mismas. Lo que cambia es la regla de decisi�on, como presentaremos.

Estad��stica de prueba

Para comparar dos varianzas, el estad��stico de prueba es:

Fcalc =
s2

1

s2
2
;

161



donde s2i es la varianza muestral de la muestra i, i = 1; 2.

Regla de decisi�on

En la prueba de igualdad versus diferencia, esto es,
�

H0 : � 2
1 = � 2

2

Ha : � 2
1 6= �22

; se

rechaza H0; o sea, hay evidencias, a 100(�) % de signi�cancia, de que las varianzas
son diferentes si:

Fcalc > F (n 1 �1; n 2 �1) (1 � �=2) o F calc < F (n 1 �1; n 2 �1) (�=2):

Cuando las hip�otesis consideradas son:
�

H0 : � 2
1 = � 2

2

Ha : � 2
1 > � 2

2
; es rechazado H0; esto

es, hay evidencias, a 100(�) % de signi�cancia, de que la varianza del grupo 1 es
mayor que la varianza del grupo 2 si:

Fcalc > F (n 1 �1; n 2 �1) (1 � �):

Sin embargo, si los supuestos son:
�

H0 : � 2
1 = � 2

2

Ha : � 2
1 < � 2

2
; se rechaza H0, es decir, hay

evidencia, a 100(�) % de signi�cancia, que la varianza del grupo 1 es menor que la
varianza del grupo 2 si:

Fcalc < F (n 1 �1; n 2 �1) (�);

donde n1 es el n�umero de datos de la muestra del grupo 1, n2 es el n�umero de datos de
la muestra del grupo 2, � es el nivel de signi�cancia de la prueba, F(n 1 �1; n 2 �1) (�) es el
valor tabulado que se re�ere a la distribuci�on de probabilidad F-Snedecor (consulte
las Tablas A4-A9 del Ap�endice).

La funci�on var.test se implementa en el programa R para probar varianzas. El
c�alculo lo hicimos de dos formas: en la primera, paso a paso, y en la segunda, usando
la funci�on.

# Funci�on para realizar la prueba de hip�otesis
> testHipdifvar<-function(x,y,alfa,decision) {
dx<-length(x)-1 # grados de libertad de la muestra x
dy<-length(y)-1 # grados de libertad de la muestra y
varx<-var(x)
vary<-var(y)
Fcalc<-varx/vary # estad��stica Fcalc.
if(decision=="diferente") {
critico1<-qf(1-alfa/2, dx, dy) # cuantil de la F(1-alfa/2)
critico2<-qf(alfa/2, dx, dy) # cuantil de la F(alfa/2)
Decision=if(Fcalc > critico1 | Fcalc < critico2) { "Rechazar H0" }

else
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"No rechazar H0" }
if(decision=="mayor") {
critico<-qf(1-alfa, dx, dy) # cuantil de la F(1-alfa)
Decision=if(Fcalc > critico) { "Rechazar H0" } else
"No Rechazar H0" }
if(decision=="menor") {
critico<-qf(alfa, dx, dy) # cuantil de la F(alfa)
Decision=if(Fcalc < critico) { "Rechazar H0" } else
"No Rechazar H0" }
return(Decision) }

La funci�on testHipdifvar tiene como argumentos los vectores de observaciones
\x" y \y", el nivel de signi�cancia \alfa", la decisi�on a tomar \decision", siendo:
\diferente" para probar si di�ere, \mayor" para la prueba unilateral a la derecha y
\menor" para la prueba unilateral a la izquierda. Ahora considere la funci�on prede-
terminada de R:

var.test(x, y, alternative="two.sided", conf.level=1-alfa)

La funci�on var.test tiene los mismos argumentos que la funci�on anterior. Sin
embargo, el criterio de decisi�on debe estar dado por: \two.sided" para probar si
di�ere, \greater" para la prueba unilateral a la derecha y \less" para la prueba
unilateral a la izquierda.

Ejemplo 53. Consideremos la situaci�on-problema, en la que queremos comprobar
si hay una diferencia en la variabilidad del tama~no de las piezas producidas por las
dos f�abricas, con una signi�cancia del 5 %.

Se seleccionaron dos muestras con 10 piezas cada una, cuyos datos son:

Muestra 1 164 167 171 149 147 155 180 166 160 159
Muestra 2 153 168 172 158 167 168 170 158 174 171

Soluci�on:

Necesitamos los valores de las varianzas para cada muestra. Haciendo los c�alculos
tenemos: s21 � 100,62 y s 2

2 � 49,66.

1. El valor de la estad��stica de prueba es: Fcalc =
s2

1

s2
2

=
100,62
49,66

� 2,026;

2. Considerando � = 5 %; en la tabla de distribuci�on F-Snedecor, tenemos:

F(n 1 �1; n 2 �1) (1 � �=2) = F (9;9) (0,975) = 4,026 y

F(n 1 �1; n 2 �1) (�=2) = F (9;9) (0,025) = 0,248;
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3. Decisi�on: Como Fcalc � 2,026 es menor que F(9;9) (0,975) = 4,026 y mayor que
F(9;9) (0,025) = 0,248, entonces no rechazamos H0 en el nivel de signi�cancia
del 5 %, es decir, no hay evidencia su�ciente para a�rmar que las varianzas
sean diferentes.

> x<-c(164,167,171,149,147,155,180,166,160,159)
> y<-c(153,168,172,158,167,168,170,158,174,171)
> testHipdifvar(x,y,0.05,"diferente")
[1] "No Rechazar H0"
> # Considerando la funci�on predeterminada de R
> var.test(x, y, alternative="two.sided", conf.level=0.95)

F test to compare two variances
data: x and y
F = 2.0264, num df = 9, denom df = 9, p-value = 0.3076
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.5033301 8.1582911

sample estimates: ratio of variances 2.026404

La decisi�on tambi�en podr��a tomarse usando el valor p. Para esta situaci�on, el
p-valor del estad��stico fue de 0,3076, es decir, superior a 0,05. Por lo tanto, no se
rechaza H0.

Ejemplo 54. Considere los siguientes valores de los pesos (kg) de siete sand��as,
obtenidos de dos cosechas con diferencias en el cultivo.

Muestra 1 3;689 4;876 4;005 4;876 3;670 4;890 4;142
Muestra 2 4;876 3;998 3;025 4;772 4;654 3;023 4;098

Al nivel de signi�cancia de � = 10 %; veri�que si:

a)
�

H0 : � 2
1 = � 2

2

Ha : � 2
1 6= �22

b)
�

H0 : � 2
1 = � 2

2

Ha : � 2
1 > � 2

2

c)
�

H0 : � 2
1 = � 2

2

Ha : � 2
1 < � 2

2

Soluci�on:

a) Para realizar tal prueba, considere los siguientes pasos:
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1. El valor de la estad��stica de prueba es: Fcalc =
s2

1

s2
2

=
0,3156
0,6129

� 0,5149;

2. En la tabla de la distribuci�on F-Snedecor tenemos:

F(n 1 �1; n 2 �1) (1 � �=2) = F (6;6) (0,95) = 4,284 y

F(n 1 �1; n 2 �1) (�=2) = F (6;6) (0,05) = 0,233;

3. Decisi�on: Como Fcalc � 0,5149 es menor que F(6;6) (0,95) = 4,284 y mayor que
F(6;6) (0,05) = 0,233, entonces no rechazamos H0 al nivel 10 % de signi�can-
cia, esto es, no hay evidencia su�ciente para a�rmar que las varianzas sean
diferentes.

> x<-c(3.689,4.876,4.005,4.876,3.670,4.890,4.142)
> y<-c(4.876,3.998,3.025,4.772,4.654,3.023,4.098)
> var.test(x, y, alternative="two.sided", conf.level=0.90)

F test to compare two variances
data: x and y
F = 0.51491, num df = 6, denom df = 6, p-value = 0.4394
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
90 percent confidence interval: 0.120197 2.205796
sample estimates: ratio of variances 0.5149078

Esto signi�ca que, al 10 % de signi�cancia, no se detecta evidencia de que la
variabilidad del tama~no de la sand��a di�era entre los cultivos. Recordando que esta
conclusi�on es solo sobre las varianzas, ya que, hasta el momento, no se puede sacar
ninguna conclusi�on sobre los tama~nos de las sand��as.

b) La regla de decisi�on para esta prueba es: si Fcalc > F (6;6) (0,90), se rechaza H0:
Tenemos F(6;6) (0,90) = 3,054, por lo que no rechazamos H0. Por tanto, no se

detecta evidencia de que la varianza del cultivo 1 sea mayor que la del cultivo 2 al
nivel de 10 % de signi�cancia.

> var.test(x, y, alternative="greater", conf.level=0.90)
F test to compare two variances

data: x and y
F = 0.51491, num df = 6, denom df = 6, p-value = 0.7803
alternative hypothesis: true ratio of variances is greater than 1
90 percent confidence interval: 0.1685707 Inf
sample estimates: ratio of variances 0.5149078

La decisi�on tambi�en podr��a tomarse usando el valor p. Para esta situaci�on, el
p-valor del estad��stico fue de 0,7803, es decir, superior a 0,10. Por lo tanto, no se
rechaza H0.
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c) Por la regla de decisi�on presentada, si Fcalc < F (6;6) (0,10), entonces se rechaza
H0: Tenemos que F(6;6) (0,10) = 0,327. Como esto no ocurri�o, no rechazamos H0.

> var.test(x, y, alternative="less", conf.level=0.90)
F test to compare two variances

data: x and y
F = 0.51491, num df = 6, denom df = 6, p-value = 0.2197
alternative hypothesis: true ratio of variances is less than 1
90 percent confidence interval: 0.000000 1.572812
sample estimates: ratio of variances 0.5149078

La decisi�on tambi�en podr��a tomarse usando el p-valor. Para esta situaci�on, el
p-valor del estad��stico fue de 0,2197, es decir, superior a 0,10. As�� que no se rechaza
H0.

En el ejemplo anterior, la hip�otesis de igualdad no fue rechazada en las pruebas
presentadas. Si una prueba unilateral rechazara y la bilateral no, no se tratar��a
de una inconsistencia: las pruebas unilaterales y bilaterales tienen regiones cr��ticas
distintas. Por eso, la alternativa debe de�nirse antes de mirar los datos.

6.3. Comparaci�on de dos medias

La comparaci�on de las medias de dos grupos puede estar destinada a eva-
luar si los resultados son compatibles con la igualdad estad��stica a pesar de las
posibles diferencias num�ericas, o bien a demostrar que realmente existen diferencias.
Sin embargo, antes de comparar las medias de dos grupos, es necesario veri�car si
sus varianzas pueden considerarse iguales, para elegir el m�etodo adecuado para la
comparaci�on. La comparaci�on de varianzas se realiza utilizando el procedimiento
presentado anteriormente.

En el abordaje de comparaci�on de medias, tambi�en tenemos casos en los que
las muestras involucradas pueden o no tener la misma cantidad de datos, y incluso
pueden no ser de la misma unidad de muestreo, lo que provocar�a cambios en la
estad��stica de prueba.

Las hip�otesis involucradas, as�� como los objetivos de cada prueba, no cambian.
Sin embargo, dependiendo de las particularidades de los datos, se realizan ajustes a
las estad��sticas de prueba.

6.3.1. Datos pareados

Los datos son pareados cuando los conjuntos de datos para el an�alisis se
re�eren a muestras obtenidas de las mismas unidades de muestreo en dos momentos,
como en las siguientes situaciones:

i) Productividad de los cafetales antes y despu�es del uso de cierto fertilizante;
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ii) Ganancia o p�erdida de peso de los animales antes y despu�es de someterse a
cierto tratamiento;

iii) Productividad de la m�aquina antes y despu�es del mantenimiento.

Para el caso de datos pareados, no hay necesidad de comparar si las varianzas
son iguales.

Situaci�on-problema:

\Una franquicia de alimentos ha modi�cado un producto que tiene mucha de-
manda y pretende veri�car si el cambio provoc�o una diferencia en la cantidad de
art��culos vendidos. Para ello, tom�o nota de la cantidad de art��culos vendidos en
ocho de sus tiendas, en la semana anterior al cambio de producto y tambi�en dos
semanas despu�es de realizado el cambio."

Hay varias posibilidades para comparar los conjuntos de datos, pero en este
caso, el prop�osito de la situaci�on es: \veri�car si el cambio en el producto caus�o
una diferencia en la cantidad de art��culos vendidos", lo que nos lleva a considerar
diferencia como hip�otesis alternativa. Sin embargo, tambi�en podr��amos tener como
hip�otesis alternativa: mayor que o menor que.

La hip�otesis nula es siempre de igualdad, por lo que no comentamos su formu-
laci�on, pero es importante decidir cu�al es o c�omo armar la hip�otesis alternativa, ya
que cada hip�otesis alternativa tiene una regla de decisi�on espec���ca. A continuaci�on,
comentamos un poco m�as sobre las hip�otesis involucradas en cada situaci�on y sus
particularidades.

Otro punto importante a decidir es el nivel de signi�cancia de la prueba. Tenemos
que tener claro el error m�aximo que vamos a admitir en la prueba.

Antes de resolver la situaci�on-problema, presentaremos el estad��stico de prueba
y la regla de decisi�on para cada situaci�on posible.

Hip�otesis

En este caso, las hip�otesis involucradas son con respecto a las medias. Por lo
tanto, consideremos:

� 1 : media del grupo 1

� 2 : media del grupo 2

Primero, establezcamos hip�otesis para pruebas bilaterales, es decir, igualdad ver-
sus diferencia. En este caso, podemos escribir:

�
H0 : � 1 = � 2

Ha : � 1 6= �2

167



Sin embargo, en relaci�on con estas hip�otesis, podemos tener la siguiente relaci�on:

�
H0 : � 1 � � 2 = 0
Ha : � 1 � � 2 6= 0

O, considerando � = 0; podemos escribir:

�
H0 : � 1 � � 2 = �
Ha : � 1 � � 2 6= �

Esta es la forma m�as utilizada para expresar la comparaci�on de medias de dos
grupos, lo cual es muy �util cuando necesitamos comprobar si una media supera a la
otra en un cierto n�umero de unidades.

Un ejemplo de este tipo de problema puede ser un estudio de productividad
versus fertilizantes, en el que los fertilizantes est�an asociados con un costo e, incluso
con diferente productividad, el fertilizante alternativo puede no ser ventajoso si la
diferencia en la productividad promedio no es mayor a 5: En este caso, tendr��amos
� = 5:

De esta forma, las hip�otesis siempre se presentar�an de acuerdo con la diferen-
cia entre los promedios en relaci�on con la cantidad �; incluso para suposiciones
unilaterales.

Estad��stica de prueba

T =
d � �

sd
;

donde:
d : media de las diferencias, cond =

1
n

nP

i=1
di ;

di = x i � y i : diferencia entre pares (se debe mantener el orden);
n : tama~nos de muestra;
� = � 1 � � 2 : diferencia entre medias;

sd =

r
s2

d

n
; siendo:

s2
d =

1
n � 1

2

6
6
6
4

nP

i=1
d2

i �

�
nP

i=1
di

� 2

n

3

7
7
7
5

: varianza muestral de las diferencias.
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Regla de decisi�on

La estad��stica T sigue la distribuci�on de probabilidad t-Student. Por lo tanto,
comparamos el estad��stico T calculado con el percentil de la distribuci�on t-Student,
relacion�andolo con el tipo de prueba (unilateral o bilateral), nivel de signi�cancia y
grados de libertad.

Las reglas de decisi�on que se enumeran a continuaci�on siempre son relativas al
nivel 100(�) % de signi�cancia con n � 1 grados de libertad.

i) Para probar
�

H0 : � 1 � � 2 = �
Ha : � 1 � � 2 6= �

; se rechaza H0 si jT j > t �=2 (n � 1);

ii) Para probar
�

H0 : � 1 � � 2 = �
Ha : � 1 � � 2 > �

; se rechaza H0 si T > t � (n � 1);

iii) Para probar
�

H0 : � 1 � � 2 = �
Ha : � 1 � � 2 < �

; se rechaza H0 si T < �t � (n � 1).

Destacamos que podemos comparar si las medias son iguales o no (en este caso,
� = 0), o si la diferencia entre ellas es un valor espec���co.

La funci�on t.test se implementa en el programa R para probar la igualdad de
medias, que viene dada por:

t.test(x, y, # datos
alternative="two.sided", # bilateral (= vs dif.)
paired=TRUE, # datos pareados
mu=Delta, # diferencia bajo H0
conf.level=1-alfa) # nivel de confianza

Ejemplo 55. Situaci�on-problema: Queremos saber si el cambio en la composici�on
del producto provoc�o una diferencia en la cantidad de art��culos vendidos. Las can-
tidades vendidas antes y despu�es del cambio se obtuvieron en ocho tiendas, cuyos
datos se presentan a continuaci�on.

Tiendas A B C D E F G H
Antes 145 156 187 341 231 142 153 182

Despu�es 321 234 323 234 122 123 312 134

Soluci�on:

En este caso, las hip�otesis a considerar son:
�

H0 : las medias son iguales
Ha : las medias son diferentes

()
�

H0 : � 1 � � 2 = 0
Ha : � 1 � � 2 6= 0
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Consideremos el nivel de signi�cancia de 5 %. Los otros datos son: n = 8 y � = 0:

Para obtener la estad��stica de prueba, necesitamos algunos resultados. Para faci-
litar los c�alculos y la comprensi�on de la resoluci�on, las diferencias di y sus cuadrados
d2

i ; se muestran en la siguiente tabla.

Tienda Antes Despu�es di d2
i

A 145 321 �176 30.976
B 156 234 �78 6.084
C 187 323 �136 18.496
D 341 234 107 11.449
E 231 122 109 11.881
F 142 123 19 361
G 153 312 �159 25.281
H 182 134 48 2.304

Suma �266 106.832

Con estos valores obtenemosd y s2
d :

d =
1
n

nX

i=1

di =
1
8

� (�266) = �33,25

y

s2
d =

1
n � 1

2

6
6
6
4

nX

i=1

d2
i �

�
nP

i=1
di

� 2

n

3

7
7
7
5

=
1
7

"

106.832 �
(�266) 2

8

#

=
1
7

[106.832 � 8.844,5] = 13.998,21:

Por lo tanto,

sd =

r
s2

d

n
=

r
13.998,21

8
� 41,83:

Calculando la estad��stica de prueba, tenemos:

T =
d � �

sd

=
�33,25 � 0

41,83
� �0,795:
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Decisi�on: Se rechaza H 0 si jT j > t �=2 (n�1): Considerando los grados de libertad
gl = n � 1 = 7 y nivel de signi�cancia � = 5 %, tenemos que: t 0,025(7) = 2,36.

Como jT j � 0,795 � 2,36 = t 0,025(7), no rechazamos la hip�otesis nula, esto es, al
5 % de signi�cancia, los datos no presentan evidencia de que haya habido alteraci�on
en la cantidad de ��tems vendidos despu�es de la modi�caci�on del producto.

El ejemplo completo puede ser resuelto en R:

> x<-c(145,156,187,341,231,142,153,182) # datos del primer grupo
> y<-c(321,234,323,234,122,123,312,134) # datos del segundo grupo
> alfa<-0.05 # nivel de significancia
> t.test(x, y, alternative="two.sided", paired=TRUE, conf.level=1-

alfa) # nivel de confianza
Paired t-test

data: x and y
t = -0.79488, df = 7, p-value = 0.4528
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval: -132.16302 65.66302
sample estimates: mean of the differences -33.25
> critico=qt(alfa/2, length(x)-1, lower.tail=FALSE)
> critico
[1] 2.364624

La toma de decisiones se puede hacer usando el p-valor (0,4528), o comparando
con el valor cr��tico (2,364624).

El valor de t0,025(7) � 2,36 se puede obtener en R con el comando presentado
anteriormente o en la tabla de distribuci�on t-Student (ver Tabla A2 del Ap�endice).
Para ilustrar c�omo encontrar ese valor, mostramos parte de la tabla en la siguiente
�gura.

C�omo encontrar el valor cr��tico en la tabla de distribuci�on t-Student:

Observaciones: La decisi�on se puede tomar:
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1. Por la regla de decisi�on presentada, comparando el valor de t (dado en la
prueba) o T con el valor cr��tico que es t� (gl);

2. Por interpretaci�on del p-valor: si el p-valor es < �, se rechaza H0. De manera
equivalente, si el valor p > �, no se rechaza H0.

Ejemplo 56. Un experimento encontr�o que la cantidad de grasa contenida en la
leche variaba seg�un el tratamiento dado a las vacas. Se formul�o una dieta con el
objetivo de aumentar la grasa de la leche, pero esta nueva dieta, en comparaci�on
con la dieta tradicional ofrecida al reba~no, tiene costos m�as altos. Luego de algunos
c�alculos, se comprob�o que la nueva dieta solo ser�a ventajosa si la cantidad de grasa
obtenida con esta dieta es de 3;25 u.m. (unidades de medida) mayor que la cantidad
anterior.

Para ello se consideraron 13 vacas lecheras de diferentes razas y se registr�o la
cantidad de grasa l�actea en cada una de ellas con la dieta habitual y la dieta alter-
nativa, cuyos resultados se presentan a continuaci�on.

Dieta usual 14;50 13;21 18;95 11;37 10;43 14;61 8;56
7;87 8;41 6;23 7;14 11;53 18;22

Dieta alternativa 18;21 16;33 25;05 15;42 15;23 17;52 12;21
10;97 11;22 10;20 9;81 15;03 24;08

>La nueva dieta es ventajosa para los productores lecheros?

Soluci�on:

Denotemos:

� 1 : Grasa l�actea media por la dieta habitual;
� 2 : Grasa l�actea media por la dieta alternativa.

Como la dieta alternativa aument�o la cantidad de grasa l�actea, entonces tenemos
que � 2 > � 1:

De esta forma, �1 � � 2 < 0, es decir, negativo, y cuanto mayor sea la cantidad
de grasa que produce la dieta alternativa, menor ser�a el valor de la diferencia entre
las medias.

Sin embargo, considerando el valor m��nimo �jado para la diferencia entre las
medias, � = �3;25, las hip�otesis adecuadas para esta situaci�on son:

�
H0 : diferencia entre medias = -3,25
Ha : diferencia entre medias < -3,25

()
�

H0 : � 1 � � 2 = �3,25
Ha : � 1 � � 2 < �3,25

172



Tenemos n = 13 y consideramos que el nivel de signi�cancia de inter�es es � =
10 %.

Para obtener la estad��stica de prueba, necesitamos los valores de di y sus cuadra-
dos d2

i ; los cuales est�an en el cuadro a seguir.

Vaca Dieta usual Dieta alternativa di d2
i

1 14,50 18,21 -3,71 13,76
2 13,21 16,33 -3,12 9,73
3 18,95 25,05 -6,10 37,21
4 11,37 15,42 -4,05 16,40
5 10,43 15,23 -4,80 23,04
6 14,61 17,52 -2,91 8,46
7 8,56 12,21 -3,65 13,32
8 7,87 10,97 -3,10 9,61
9 8,41 11,22 -2,81 7,90
10 6,23 10,20 -3,97 15,76
11 7,14 9,81 -2,67 7,13
12 11,53 15,03 -3,50 12,25
13 18,22 24,08 -5,86 34,34

Suma -50,25 208,93

Con estos valores, obtenemosd y s2
d:

d =
1
n

nX

i=1

di =
1
13

� (�50,25) � �3,87

y

s2
d =

1
n � 1

2

6
6
6
4

nX

i=1

d2
i �

�
nP

i=1
di

� 2

n

3

7
7
7
5

=
1
12

"

208,93 �
(�50,25) 2

13

#

=
1
12

[208,93 � 194,24] � 1,22:

Por lo tanto,

sd =

r
s2

d

n
=

r
1,22
13

� 0,31:

Calculando la estad��stica de prueba, tenemos:

T =
d � �

sd
=

�3,87 + 3,25
0,31

= �2:
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Decisi�on: Se rechaza H 0 si T < �t � (n�1) al nivel 100(�) % de signi�cancia con
n � 1 grados de libertad. El valor cr��tico para esta prueba es: �t 0,10(12) = �1,36.

Como -2 < -1,36, entonces rechazamos H0, esto es, la diferencia entre las medias
es mayor que 3,25, siendo, por lo tanto, ventajoso considerar la dieta alternativa,
pues el incremento en el gasto con la nueva dieta es compensado por el incremento
de grasa en la leche.

Podr��amos resolver la cuesti�on utilizando un programa en R. Primero presenta-
mos el procedimiento paso a paso.

> x<-c(14.50,13.21,18.95,11.37,10.43,14.61,8.56,7.87,8.41,
6.23,7.14,11.53,18.22) # dieta habitual

> y<-c(18.21,16.33,25.05,15.42,15.23,17.52,12.21,10.97,11.22,
10.20,9.81,15.03,24.08) # dieta alternativa

> alfa<-0.1 # nivel de significancia
> d<-x-y
> d2<-d^2
> n<-length(x)
> d_barra<-sum(d)/n
> k<-(sum(d)^2)/n
> s2<-(sum(d2)-k)/(n-1)
> sd<-sqrt(s2/n)
> t<-(d_barra+3.25)/sd
> t
[1] -2.005282

Ahora, usando la funci�on prede�nida de R.

> x<-c(14.50,13.21,18.95,11.37,10.43,14.61,8.56,7.87,8.41,
6.23,7.14,11.53,18.22) # dieta habitual

> y<-c(18.21,16.33,25.05,15.42,15.23,17.52,12.21,10.97,11.22,
10.20,9.81,15.03,24.08) # dieta alternativa

> alfa<-0.1 # nivel de significancia
> t.test(x, y, # datos
alternative="less", # indica la prueba "menor que"
paired=TRUE, # datos pareados
mu=-3.25, # diferencia bajo H0
conf.level=1-alfa) # nivel de confianza
# Resultado
Paired t-test
data: x and y
t = -2.0053, df = 12, p-value = 0.03401
alternative hypothesis: true mean difference is less than -3.25
90 percent confidence interval: -Inf -3.449186
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sample estimates: mean of the differences -3.865385

El estad��stico t calculado paso a paso coincide con el calculado por la funci�on
t.test, ya que se especi�c�o mu=-3.25. De esta manera, la lectura de los resultados
que presenta la prueba es: \la diferencia entre los promedios (�1 � � 2) es menor
que -3,25", superando la diferencia deseada. Por lo tanto, concluimos que la dieta
alternativa es satisfactoria en la producci�on de grasa l�actea.

Pasamos ahora a tratar el caso de situaciones en las que los datos en los dos
momentos no provienen de las mismas unidades muestrales.

6.3.2. Datos no pareados

En este caso, trabajamos con problemas en los que los conjuntos de datos
(muestras independientes) pueden tener diferentes n�umeros de datos. Luego conside-
ramos n1 y n2, respectivamente, como el n�umero de datos en el grupo 1 y el grupo 2.
Debido a la posibilidad de diferencia en la cantidad de datos, no es sensato pensar en
diferencia de valores muestrales. Luego, trabajaremos con la diferencia de las medias
de cada grupo.

Sin embargo, en datos no pareados, debemos hacer referencia a las varianzas de
cada grupo, ya que pueden no ser iguales. As��, antes de empezar a comparar medias,
debemos comprobar si las varianzas son iguales o no. Anteriormente en este cap��tulo
se present�o y analiz�o c�omo comparar varianzas.

Veamos algunos ejemplos de situaciones que se ajustan al tema de datos no
pareados.

1. Comparaci�on del rendimiento del fertilizante A en relaci�on con el fertilizante
B. La productividad media del cultivo que usa el fertilizante A se compara con
la productividad media del cultivo que usa el fertilizante B.

2. Comparaci�on de la efectividad de dos tratamientos para curar una enfermedad.
Se crean dos grupos, uno para cada tratamiento.

3. Si dos m�aquinas producen igual cantidad de piezas defectuosas por d��a.

4. Si dos asalariados tienen el mismo ingreso, en promedio, en producci�on diaria,
semanal o mensual.

5. Si la productividad de la empresa se mantiene sin cambios, en dos periodos de
tiempo.

Las posibles hip�otesis para estos procedimientos son las mismas presentadas para
los datos pareados; tambi�en coincide la l�ogica involucrada.
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Pasos para construir la prueba de hip�otesis

El procedimiento para realizar pruebas de hip�otesis para comparar medias de
datos no pareados es un poco m�as meticuloso que el de datos pareados. A continua-
ci�on, presentamos, a modo de sugerencia, algunos pasos para realizar la prueba en
cuesti�on.

1. Establecer las hip�otesis a ser probadas:

a)
�

H0 : � 1 � � 2 = �
Ha : � 1 � � 2 6= �

b)
�

H0 : � 1 � � 2 = �
Ha : � 1 � � 2 > �

c)
�

H0 : � 1 � � 2 = �
Ha : � 1 � � 2 < �

2. Fijar el nivel de signi�cancia �;

3. Comparar las varianzas, con nivel de signi�cancia �, para comprobar si son
iguales o diferentes. Esto dar�a lugar a una estad��stica espec���ca para la prueba;

4. Calcular la estad��stica de la prueba de comparaci�on de medias, elegido despu�es
del resultado de la prueba de comparaci�on de varianzas;

5. Obtener el valor cr��tico correspondiente al nivel � de signi�cancia y a los grados
de libertad involucrados;

6. Utilice la regla de decisi�on para decidir por H0 o Ha.

A continuaci�on, exponemos los dos procedimientos, considerando varianzas igua-
les y diferentes, con sus estad��sticas, reglas de decisi�on y ejemplos.

Estad��stica de prueba

Se exponen dos estad��sticas, una cuando la prueba de comparaci�on de varianzas
las juzga iguales y otra cuando las juzga diferentes.

Con varianzas iguales:

T =
X 1 � X 2 � �

s

r
1
n1

+
1
n2

;

donde:
ni : n�umero de elementos del grupo i, i = 1; 2;
X i : media del grupo i, i = 1; 2;

s =

r
(n1 � 1)s 2

1 + (n 2 � 1)s 2
2

n1 + n 2 � 2
: varianza ponderada (ra��z);

s2
i : varianza del grupo i, i = 1; 2:
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Si los dos grupos tienen la misma cantidad de elementos muestreados, es decir,
n, entonces tenemos:

T =
X 1 � X 2 � �

s

r
2
n

y

s =

s
(n � 1) (s 2

1 + s 2
2)

2n � 2
:

Con varianzas diferentes:

T =
X 1 � X 2 � �

r
s2

1

n1
+

s2
2

n2

;

donde:
ni : n�umero de elementos del grupo i, i = 1; 2;
X i : media del grupo i, i = 1; 2;
s2

i : varianza del grupo i, i = 1; 2:

Regla de decisi�on

La estad��stica T sigue una distribuci�on t-Student. Por lo tanto, comparamos el
estad��stico T calculado con el percentil de la distribuci�on t-Student, relacion�andolo
con el tipo de prueba (unilateral o bilateral), grados de libertad y nivel de signi�-
cancia.

Las reglas de decisi�on publicadas a continuaci�on est�an relacionadas con el nivel
100(�) % de signi�cancia y con � grados de libertad.

a) Para las hip�otesis:
�

H0 : � 1 � � 2 = �
Ha : � 1 � � 2 6= �

; se rechaza H0 si jT j > t �=2 (�);

b) Para las hip�otesis:
�

H0 : � 1 � � 2 = �
Ha : � 1 � � 2 > �

; se rechaza H0 si T > t � (�);

c) Para las hip�otesis:
�

H0 : � 1 � � 2 = �
Ha : � 1 � � 2 < �

; se rechaza H0 si T < �t � (�).

Podemos considerar el hecho de que si los tama~nos de muestra n1 y n2 son
grandes, entonces T tiene una distribuci�on aproximadamente Normal est�andar. Sin
embargo, cuando ambos son peque~nos, debemos utilizar una distribuci�on t-Student,
cuyos grados de libertad � suelen de�nirse como:

Varianzas iguales:
� = n 1 + n 2 � 2:
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Varianzas diferentes:

� =
(w1 + w 2)2

w2
1

n1 � 1
+

w2
2

n2 � 1

;

donde wi =
s2

i

ni
; i = 1; 2:

A continuaci�on se muestran los comandos en software R para realizar la prueba
de hip�otesis para la comparaci�on de medias. para datos no pareados.

# Funci�on para realizar la prueba de hip�otesis
> testmediasnp<-function(x,y,alfa,decision,Delta=0) {
vartest<-var.test(x,y,alternative="two.sided",conf.level=1-alfa)
if(vartest$p.value > alfa) { igualdad<-TRUE } else
{ igualdad<-FALSE }
if(decision=="diferente") {
aux<-t.test(x,y,alternative="two.sided",paired=FALSE,var.equal=

igualdad,mu=Delta,conf.level=1-alfa)
Decision=if(aux$p.value>alfa) { "No rechazar H0" } else
"Rechazar H0" }
if(decision=="mayor") {
aux<-t.test(x,y,alternative="greater",paired=FALSE,var.equal=igualdad

,mu=Delta,conf.level=1-alfa)
Decision=if(aux$p.value>alfa) { "No rechazar H0" } else
"Rechazar H0" }
if(decision=="menor") {
aux<-t.test(x,y,alternative="less",paired=FALSE,var.equal=igualdad,mu

=Delta,conf.level=1-alfa)
Decision=if(aux$p.value>alfa) { "No rechazar H0" } else
"Rechazar H0" }
return(c(Decision,aux)) }

La funci�on testmediasnp tiene como argumentos los vectores de observaciones
\x" y \y", el nivel de signi�cancia \alfa", la decisi�on a tomar \decision", siendo:
\diferente" para probar si di�ere, \mayor" para la prueba unilateral a la derecha
y \menor" para la prueba unilateral a la izquierda. Opcionalmente, Delta �ja la
diferencia bajo H0; por defecto, � = 0.

Tenga en cuenta que esta funci�on inicialmente realiza la prueba de igualdad
versus diferencia de varianzas, seleccionando autom�aticamente si las varianzas son
iguales o diferentes para realizar la prueba de hip�otesis para comparar medias de
datos no pareados.
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Ejemplo 57. La primera situaci�on presentada para comparar varianzas estuvo re-
lacionada con la medici�on de piezas utilizadas en una l��nea de producci�on. En el
problema, se supuso que pruebas anteriores hab��an concluido que las medias eran
iguales. Una de las hip�otesis consideradas fue que las varianzas ser��an diferentes, lo
cual fue rechazado mediante la prueba de hip�otesis. >Pero los promedios son real-
mente los mismos? Para responder a esta pregunta, usemos los datos muestreados y
comparemos las medias.

Muestra 1 164 167 171 149 147 155 180 166 160 159
Muestra 2 153 168 172 158 167 168 170 158 174 171

Soluci�on:

1. Hip�otesis de inter�es:
�

H0 : � 1 � � 2 = 0
Ha : � 1 � � 2 6= 0

; como se menciona en el problema;

2. Nivel de signi�cancia � = 5 %; el mismo considerado en la prueba de hip�otesis
para las varianzas;

3. Comparar las varianzas: Se realiz�o en el Ejemplo 53, cuya decisi�on fue que se
pueden considerar iguales al 5 % de signi�cancia;

4. C�alculo de la estad��stica. Tenemos:

� = 0;

n1 = n 2 = n = 10;

s2
1 � 100,62; s 2

2 � 49,66;

X 1 = 161,8; X 2 = 165,9.

Primero, necesitamos obtener el valor de s,

s =

s
(n � 1) (s 2

1 + s 2
2)

2n � 2
=

r
9 (100,62 + 49,66)

18
� 8,67:

Ahora podemos obtener la estad��stica de prueba,

T =
X 1 � X 2 � �

s

r
2
n

=
161,8 � 165,9 � 0

8,67

r
2
10

=
�4,10
3,88

� �1,06;

5. Valor cr��tico: Tenemos tcr�{tico = t 0,025(18) = 2,10, que se puede obtener en R o
en la tabla de la distribuci�on t-Student (ver Tabla A2 del Ap�endice);

6. Decisi�on: Como jT j � t 0,025(18), entonces no hay evidencia su�ciente de que
las medias di�eran entre s�� con una signi�cancia del 5 %.
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Considerando la funci�on de R:

> x<-c(164,167,171,149,147,155,180,166,160,159)
> y<-c(153,168,172,158,167,168,170,158,174,171)
> testmediasnp(x,y,0.05,"diferente")
[1] "No rechazar H0"
$statistic t -1.057637
$parameter df 18
$p.value
[1] 0.3042093
$conf.int
[1] -12.244367 4.044367
attr(,"conf.level")
[1] 0.95
$estimate mean of x mean of y

161.8 165.9
$null.value difference in means 0

El cuantil de la distribuci�on t-Student para comparar es 2,10. Y las conclusiones
se pueden obtener comparando este valor con el valor del estad��stico presentado en
las rutinas, seg�un la misma regla de decisi�on utilizada en la resoluci�on presentada,
cuya conclusi�on es que no rechazamos H0.

Ejemplo 58. Consideramos el desempe~no de dos equipos de venta de seguros perso-
nales, que se encuentran operando en dos ciudades con grandes similitudes en cuanto
a n�umero de habitantes e ingresos familiares. El administrador del seguro quiere com-
parar el desempe~no de los equipos en la venta. Se observaron las cantidades de ventas
realizadas en una semana.

Grupo Lunes Martes Mi�ercoles Jueves Viernes S�abado
A 56 46 23 13 14 56
B 34 34 - 21 24 34

El dato faltante corresponde a un d��a festivo en la ciudad, en el que el equipo B no
trabaj�o.

Soluci�on:

1. Hip�otesis:
�

H0 : � 1 � � 2 = 0
Ha : � 1 � � 2 6= 0

; pues el inter�es es veri�car si los grupos tuvie-

ron desempe~nos similares;

2. Nivel de signi�cancia: usemos � = 5 %;
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3. Compare las varianzas: usemos la prueba mediante el programa R para decidir
si las varianzas son iguales o no.

> x<-c(56,46,23,13,14,56)
> y<-c(34,34,21,24,34)
> var.test(x, y, alternative="two.sided", conf.level=0.95)
F test to compare two variances

data: x and y
F = 10.154, num df = 5, denom df = 4, p-value = 0.04331
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to

1
95 percent confidence interval: 1.084268 75.013598
sample estimates: ratio of variances 10.15359

Los resultados fueron: Fcalc = 10,15 y Ftab = 9,36. Como Fcalc > F tab, o
tambi�en, como el p-valor es menor que 0,05, entonces al 5 % de signi�cancia
las varianzas se consideran distintas.

4. C�alculo de la estad��stica. Tenemos:

n1 = 6, n 2 = 5, s2
1 � 414,27, s 2

2 = 40,80, X 1 � 34,67, X 2 = 29,40

y � = 0.

Ahora podemos obtener la estad��stica de prueba:

T =
X 1 � X 2 � �

r
s2

1

n1
+

s2
2

n2

=
34,67 � 29,40 � 0
r

414,27
6

+
40,80

5

=
5,27
8,79

� 0,60;

5. Valor cr��tico: Necesitamos determinar los grados de libertad para obtener el

valor cr��tico. Se tiene que: wi =
s2

i

ni
, por lo tanto, w1 � 69,04 y w 2 = 8,16.

Aplicando en la f�ormula, tenemos:

� =
(w1 + w 2)2

w2
1

n1 � 1
+

w2
2

n2 � 1

=
(69,04 + 8,16)2

953,30 + 16,65
=

5.959,84
969,95

� 6,14:

Luego, consideramos � = 6.

Y, en consecuencia, tcr�{tico = t 0,025(6) = 2,44, que se puede obtener de la tabla
de la distribuci�on t-Student (Ap�endice, Tabla A2) o en R.

6. Decisi�on: Como jT j < t0,025(6), la prueba revela que no hay evidencia su�ciente
de que los equipos de ventas presenten desempe~nos medios diferentes al nivel
5 % de signi�cancia.
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Usando el software R para realizar la prueba de comparaci�on de medias para
datos no pareados, proceda de la siguiente manera:

> x<-c(56,46,23,13,14,56)
> y<-c(34,34,21,24,34)
> testmediasnp(x,y,0.05,"diferente")
[1] "No Rechazar H0"
$statistic t 0.5993972
$parameter df 6.144407
$p.value
[1] 0.5703349
$conf.int
[1] -16.11149 26.64482
attr(,"conf.level")
[1] 0.95
$estimate mean of x mean of y

34.66667 29.40000
$null.value difference in means 0
$alternative
[1] "two.sided"
$method
[1] "Welch Two Sample t-test"

De acuerdo con estos resultados, como el p-valor > 0,05, no rechazamos H0 de
igualdad de medias. Es importante tener en cuenta que esta funci�on tambi�en de-
vuelve el intervalo de con�anza para la diferencia de medias: (�16,11149; 26,64482).
Como se analiz�o en el cap��tulo anterior, dado que el valor 0 (no hay diferencia) est�a
contenido dentro del intervalo, no hay evidencia su�ciente de diferencia entre las
medias al 5 % de signi�cancia.

Ejemplo 59. Considere las medidas estad��sticas obtenidas de dos muestras no pa-
readas, en que las varianzas se consideran diferentes con un 5 % de signi�cancia.
Compruebe si, al 5 % de signi�cancia, hay evidencia de diferencia entre las medias.

Grupo Media Varianza n
A 24 56;98 12
B 30 24;89 8

Soluci�on:

Las hip�otesis de inter�es son:
�

H0 : � 1 � � 2 = 0
Ha : � 1 � � 2 6= 0

y tenemos varianzas diferentes

con � = 5 %.
Algunos pasos del proceso ya se han proporcionado, as�� que vayamos a los que

faltan.
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4. C�alculo de la estad��stica de prueba:

T =
X 1 � X 2 � �

r
s2

1

n1
+

s2
2

n2

=
24 � 30 � 0

r
56,98

12
+

24,89
8

=
�6
2,8

� �2,14;

5. Valor cr��tico: Necesitamos los grados de libertad: wi =
s2

i

ni
; donde tenemos

w1 � 4,75 y w 2 � 3,11. Luego,

� =
(w1 + w 2)2

w2
1

n1 � 1
+

w2
2

n2 � 1

=
(7,86)2

2,05 + 1,38
� 18,01:

Entonces, consideramos � = 18.

Tenemos que: tcr�{tico = t 0,025(18) = 2,10 (ver tabla o R);

6. Decisi�on: Como jT j > t0,025(18), se concluye que los datos presentan evidencias
de que las medias son diferentes al nivel de 5 % de signi�cancia.

Como no tenemos el conjunto de datos, esta prueba no se puede realizar usando
la funci�on t.test, pero es posible implementar los c�alculos paso a paso en R. El
c�odigo se presenta a continuaci�on.

> x1<-24; x2<-30; s1<-56.98; s2<-24.89; n1<-12; n2<-8; alfa<-0.05
> T<-(x1-x2)/sqrt(s1/n1+s2/n2)
> w1<-s1/n1
> w2<-s2/n2
> gl<-((w1+w2)^2)/(((w1^2)/(n1-1))+((w2^2)/(n2-1)))
> tcritico<-qt(alfa/2, gl, lower.tail=FALSE)
> abs(T); tcritico
[1] 2.140186
[1] 2.100953

Como jT j > t 0,025(18), se concluye que los datos muestran evidencia de que las
medias son diferentes al nivel de signi�cancia del 5 %.

Ejemplo 60. Considere las medidas estad��sticas obtenidas de dos muestras no pa-
readas, en las que se considera que las varianzas son iguales al 10 % de signi�cancia.
Compruebe si, al 10 %, hay evidencia de diferencia entre las medias.

Grupo Media V arianza n
A 8;54 32;21 9
B 12;87 25;89 15
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Soluci�on:

Las hip�otesis a probar son:
�

H0 : � 1 � � 2 = 0
Ha : � 1 � � 2 6= 0

; con � = 10 % y las varianzas

son iguales.

4. C�alculo de la estad��stica de prueba:

n1 = 9, n 2 = 15, s2
1 = 32,21, s2

2 = 25,89, X 1 = 8,54, X 2 = 12,87

y � = 0.

Primero, necesitamos obtener el valor de s, que viene dado por:

s =

s
(n1 � 1)s 2

1 + (n 2 � 1)s 2
2

n1 + n 2 � 2
=

r
8 � 32,21 + 14 � 25,89

9 + 15 � 2

=

r
620,14

22
� 5,31:

Calculando la estad��stica de prueba tenemos:

T =
X 1 � X 2 � �

s

r
1
n1

+
1
n2

=
8,54 � 12,87 � 0

5,31

r
1
9

+
1
15

=
�4,33
2,24

� �1,93;

5. Valor cr��tico: tenemos que tcr�{tico = t 0,05(22) = 1,71, que se puede obtener de
R o de las tablas;

6. Decisi�on: Como jT j > t0,05(22), los datos muestran que las medias di�eren entre
s�� al 10 % de signi�cancia. Por lo tanto, la diferencia cuantitativa observada
en las medias muestrales no es resultado del azar.

A continuaci�on, exponemos la rutina para realizar los c�alculos del ejemplo ante-
rior v��a R.

> n1<-9; n2<-15; s1<-32.21; s2<-25.89; x1<-8.54; x2<-12.87; delta<-0
> alfa<-0.1
> S<-sqrt(((n1-1)*s1+(n2-1)*s2)/(n1+n2-2))
> T<-(x2-x1-delta)/(S*sqrt((1/n1)+(1/n2)))
> gl<-n1+n2-2
> tcritico<-qt(alfa/2, gl, lower.tail=FALSE)
> abs(T); tcritico
[1] 1.934263
[1] 1.717144

Como jT j > t 0,05(22), los datos muestran que las medias di�eren entre s�� al 10 %
de signi�cancia.
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6.4. Consideraciones �nales

En los art��culos cient���cos, las conclusiones de las pruebas de hip�otesis general-
mente se obtienen mediante el p-valor, pero concluir por la estad��stica es equivalente.

La metodolog��a de prueba de hip�otesis abordada es adecuada para dos muestras,
pero hay casos con un mayor n�umero de muestras involucradas y, en estos casos, se
deben utilizar otras metodolog��as, como la que se aborda en el siguiente cap��tulo.

6.5. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. En una f�abrica de tornillos, se desea comprobar si existe una diferencia
en la variabilidad del di�ametro (en mm) de las piezas producidas por dos m�aquinas
(M1 y M2). Se seleccionaron dos muestras con 10 tornillos cada una, cuyos datos
son:

M1 6,00 5,98 6,00 6,00 6,02 6,00 6,02 6,01 5,99 6,01
M2 5,96 5,98 5,97 5,99 6,00 6,00 5,95 6,00 5,98 6,01

Suponiendo poblaciones normales, >podemos concluir al 2 % de signi�cancia que
las dos m�aquinas producen tornillos con la misma varianza?

Ejercicio 2. Con base en los resultados encontrados en el ejercicio anterior, pruebe,
con un nivel de signi�cancia de 2 %, las hip�otesis:

a)
�

H0 : � 1 = � 2

Ha : � 1 6= �2

b)
�

H0 : � 1 = � 2

Ha : � 1 < � 2

c)
�

H0 : � 1 = � 2

Ha : � 1 > � 2

Ejercicio 3. Sea n 1 = 9, X 1 = 7,3, s2
1 = 9, n 2 = 11, X 2 = 14,1 y s2

2 = 36.
Probar, con un nivel de signi�cancia de 10 %, la hip�otesis H0 : � 1 = � 2 contra la
alternativa H a : � 1 6= �2, considerando varianzas iguales y diferentes. Comente sobre
las diferencias (o no diferencias) encontradas.

Ejercicio 4. Supongamos que la distribuci�on de alturas (en cent��metros, cm) de
hombres de dos lugares diferentes (A y B) en Bolivia es aproximadamente Normal.
Se tomaron dos muestras aleatorias, una de cada localidad, obteniendo: nA = 16
hombres;X A = 167 cm; sA = 9 cm; nB = 25 hombres; X B = 176 cm; sB = 5
cm. Suponiendo un nivel de signi�cancia de 5 %, pruebe la hip�otesis de igualdad
contra diferencia para la varianza y la media de las alturas de los hombres en las
dos localidades.
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Ejercicio 5. Para evaluar la efectividad de una campa~na regional para el consumo
racional de electricidad durante los meses de invierno en una ciudad de la Zona
Central de Chile, se tom�o una muestra aleatoria de 24 viviendas y se registr�o el
consumo total de energ��a el�ectrica (en kWh) en los 30 d��as anteriores y posterio-
res a la difusi�on de la campa~na en los medios. Los datos (�cticios) se presentan a
continuaci�on.

Antes de la 267,2 293,7 250,0 310,8 315,2 191,8 290,6 279,5
campa~na 330,6 227,3 273,8 226,7 251,7 239,7 296,3 266,1

194,8 227,7 211,6 232,1 256,8 262,3 262,1 266,8
Despu�es de la 175,4 196,9 184,9 218,9 239,5 124,8 197,5 201,2

campa~na 237,5 140,7 196,3 177,4 163,6 173,4 166,7 233,4
124,1 126,7 180,3 175,9 186,2 190,3 192,9 186,5

Con 6 % de signi�cancia, >se puede concluir que la campa~na regional tuvo efecto?

Ejercicio 6. Una investigaci�on tuvo como objetivo evaluar la e�cacia de un f�armaco
para reducir el nivel de colesterol total. Se consideraron 7 pacientes y se midi�o la
concentraci�on (en miligramos por decilitro, mg/dl) de colesterol total antes y despu�es
del tratamiento. Los datos obtenidos fueron:

Antes 217 230 227 245 206 230 229
Despu�es 184 199 190 215 183 182 198

Considerando el nivel de signi�cancia de 1 %, se puede concluir que el tratamiento
con este f�armaco:

a) Redujo la tasa media de colesterol total (� = 0)?
b) Redujo la tasa media de colesterol total en m�as de 30 mg/dl (� = 30)?
c) Considerando � = 5 %, >las conclusiones de los puntos (a) y (b) ser��an las

mismas? Comente.

Ejercicio 7. Para las siguientes pruebas de hip�otesis, calcule el p-valor y concluya
adoptando � = 5 %. (Sugerencia: utilice las funciones R pt y pf.)

a)
�

H0 : � 1 � � 2 = 10
Ha : � 1 � � 2 6= 10

, sabiendo que: n = 20,d = 13,5 y s2
d = 28,1.

b)
�

H0 : � 2
1 = � 2

2

Ha : � 2
1 < � 2

2
, sabiendo que: n1 = 12, s2

1 = 144, n2 = 15 y s2
2 = 256.

c)
�

H0 : � 1 � � 2 = 5
Ha : � 1 � � 2 > 5

, sabiendo que: n1 = 10, X 1 = 27,5, s2
1 = 100, n2 = 10,

X 2 = 20,4 y s2
2 = 196.
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Cap��tulo 7

An�alisis de varianza

Resumen del cap��tulo: En este cap��tulo abordamos el an�alisis de varianza
considerando experimentos completamente aleatorios con uno y dos factores �jos, en
los que existe inter�es en veri�car el efecto de los tratamientos (niveles de factores
o combinaciones de niveles de factores) sobre la variable respuesta X. Los procedi-
mientos de c�alculos de esa metodolog��a se presentan paso a paso y tambi�en mediante
rutinas para el software R. En cada tema hemos resuelto ejemplos y al �nal del
cap��tulo proponemos algunos ejercicios.

Objetivos: En este cap��tulo exploramos procedimientos para probar diferencias
entre medias de tres o m�as grupos. Pretendemos brindar al lector condiciones para
identi�car situaciones en las que se puede utilizar el an�alisis de varianza (ANOVA),
as�� como para poder realizarlo y decidir con base en los resultados obtenidos.

7.1. Introducci�on

Es un hecho que si los subgrupos tienen medias cuantitativamente muy
diferentes, entonces las medidas de variabilidad (varianza, desviaci�on est�andar) del
grupo compuesto por los subgrupos exceden a las de los subgrupos. El an�alisis de
diferencias entre medias se basa en este hecho, justi�cando as�� el nombre de \an�alisis
de varianza" para pruebas de comparaci�on de medias.

Este asunto est�a fuertemente relacionado con el an�alisis de experimentos realiza-
dos en diferentes �areas, como ingenier��a, ciencias sociales, biolog��a, ciencias m�edicas,
industria, agronom��a y otras.

Por tanto, el ANOVA - an�alisis de varianza - se utiliza cuando se quiere comparar
subgrupos de la poblaci�on para comprobar si las posibles diferencias en la variable
respuesta de cada uno de ellos se deben al subgrupo al que pertenecen o al azar.

Tambi�en podemos entender que ANOVA se utiliza para comparar tratamientos
y comprobar si las posibles diferencias en el resultado �nal se producen por el propio
tratamiento o por casualidad. Las comparaciones siempre se realizan con un nivel
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de signi�cancia �, como en las pruebas de hip�otesis de cap��tulos anteriores.
Los an�alisis de varianzas aqu�� presentados consideran experimentos completa-

mente aleatorios, con uno y dos factores �jos, en los que nos interesa veri�car la
in
uencia de los K tratamientos sobre la variable respuesta X.

Destacamos que los niveles del factor, o incluso las combinaciones de niveles de
los dos factores, a menudo se denominan tratamientos.

7.2. Ejemplos y discusiones

En art��culos cient���cos de diferentes �areas es frecuente el uso de ANOVA.
Estos van desde estudios acad�emicos hasta investigaciones cient���cas elaboradas y
costosas. Muchas situaciones podr��an explicarse para ejempli�car. A continuaci�on,
presentamos algunos.

1) �Area agr��cola

i) Fertilizantes y desarrollo vegetal.
Objetivo: Comprobar si determinadas composiciones de fertilizantes in
uyen en

la productividad (crecimiento, resistencia) de las plantas. Se pueden probar K com-
posiciones, donde normalmente se hace referencia a K como el n�umero de tratamien-
tos.

Desarrollo: Obteniendo muestras (variable respuesta) de las K composiciones, se
comparan los resultados para veri�car si las K composiciones se pueden considerar
iguales. El ANOVA solo indica si existen o no diferencias, teniendo en cuenta el
nivel de signi�cancia �jado. La clasi�caci�on de cu�al o cu�ales son los mejores/peores
tratamientos requiere de nuevas metodolog��as.

Nota: Si las composiciones se prueban para una especie espec���ca, el resultado
no se puede extender a otras especies, una consecuencia de lo que llamamos un
\experimento de factor �jo".

ii) Espaciamiento entre plantas y desarrollo vegetal.
Objetivo: Comprobar si el espaciamiento entre las plantas es un factor que in
uye

en su desarrollo. Se pueden probar varios espaciamientos al mismo tiempo y se
denominan niveles del factor, cuya cantidad estar�a indicada por K.

Desarrollo: Teniendo los datos, el ANOVA indicar�a si el desarrollo de la planta
est�a in
uenciado por el espaciamiento. Enfatizando que el dise~no del experimento
debe ser juicioso para no invalidar el experimento. Recordamos tambi�en que los pro-
cedimientos relacionados con el dise~no experimental no son temas de este compendio,
pero se encuentran f�acilmente en la literatura espec���ca.

Observaci�on: En este �ambito, la metodolog��a tambi�en se utiliza para probar si
realmente es bene�cioso un nuevo concepto de cultivo, que puede ser: riego, clima,
suelo, cultivar, etc.
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2) Ciencias M�edicas

i) Dosis y enfermedad.
Objetivo: Comprobar si la dosis del medicamento afecta la enfermedad en cues-

ti�on.
Desarrollo: Se prueban varias dosis en ratas, bacterias o virus, y se analizan los

resultados para decidir si las diferencias observadas fueron causadas por las dosis
utilizadas o simplemente se debieron al azar.

Observaci�on: Incluso la dosis �optima para combatir una enfermedad se puede
obtener como resultado de sucesivos ANOVA, en los que se debe recomendar la
dosis m�as baja que proporcione mejores resultados. Una situaci�on similar se produ-
ce cuando, en lugar de diferentes dosis, se dispone de diferentes compuestos para
combatir la enfermedad.

ii) Dieta y desnutrici�on infantil.
Objetivo: Comprobar si, en el tratamiento de la desnutrici�on infantil, las K dietas

propuestas tienen comportamientos diferentes.
Desarrollo: Utilizando los datos de ganancia de peso de los ni~nos sometidos a las

dietas, se realiza el ANOVA para veri�car la existencia de una posible contribuci�on
de las dietas a los resultados.

3) Ciencias Sociales

i) Metodolog��as de ense~nanza y aprendizaje.
Objetivo: Comprobar si el aprendizaje de los estudiantes est�a relacionado con

el tipo de metodolog��a de ense~nanza utilizada.
Observaci�on: Diversos m�etodos de ense~nanza son propuestos por los investiga-

dores, algunos de ellos son defendidos por muchos educadores. Se puede comprobar
si los m�etodos de ense~nanza tienen diferentes efectos en diferentes poblaciones (co-
munidades pobres, grandes centros, periferias). Pero tambi�en se pueden comparar
simplemente los efectos de diferentes m�etodos.

ii) Grado de privaci�on econ�omica y delincuencia juvenil.
Objetivo: Veri�car si el grado de privaci�on econ�omica (ausente, leve, moderada,

severa) al que est�a sometido un joven, in
uye en su adhesi�on a la marginalidad, o si
este factor es irrelevante para caracterizar la delincuencia juvenil.

iii) Nivel de educaci�on y duraci�on del desempleo (plani�caci�on familiar, realiza-
ci�on personal, desempe~no profesional).

Objetivo: >Ser�a que el nivel de educaci�on est�a relacionado con las tasas de des-
empleo, o con las actividades profesionales de las personas? >O ser�a que el nivel de
educaci�on inter�ere en la realizaci�on profesional que un ciudadano alcanza, as�� como
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con el desempe~no profesional que consigue? M�as a�un, >el nivel educativo in
uye en
el tiempo de b�usqueda de una inserci�on laboral?

Observaci�on: Estas comparaciones son realizadas por el IBGE brasile~no despu�es
del censo. A ellas pueden incorporarse otros factores, como la regi�on demogr�a�ca y
el g�enero.

4) Industria

i) Producci�on y equipo.
Objetivo: Comparar si diferentes tipos de ajustes a los equipos industriales pro-

ducen resultados iguales, en promedio.

ii) Producci�on y turno de trabajo.
Objetivo: Veri�car si la productividad (cantidad, calidad) est�a in
uenciada por

el turno de trabajo o si las posibles diferencias son solo el resultado de la casualidad.

7.2.1. Notaciones

Factor: Corresponde a \a qu�e" est�a asociada la variable respuesta. Es decir,
\qu�e" posiblemente est�e in
uyendo en la respuesta. En una situaci�on, podemos tener
uno, dos o m�as factores involucrados.

Ejemplo 61. En la relaci�on \nivel de educaci�on y tiempo de desempleo", adoptamos
\tiempo de desempleo" como variable respuesta y creemos que el factor \nivel de
educaci�on" puede estar in
uyendo en ella. Pero podr��amos incorporar otros factores
al an�alisis, como la edad, la ubicaci�on geogr�a�ca, el g�enero, la raza y la experiencia
laboral.

Tratamientos/niveles de los factores: Corresponden a las clases entre las
que se pretende veri�car diferencias o similitudes. Su cantidad se denota por K.

Ejemplo 62. En relaci�on con el \nivel de educaci�on y tiempo de desempleo", es
posible subdividir el primer ��tem en:

k1 : Analfabeto;
k2 : Educaci�on b�asica incompleta;
k3 : Educaci�on b�asica completa;
k4 : Educaci�on media incompleta;
k5 : Educaci�on media completa;
k6 : Superior incompleto;
k7 : Superior completo;
k8 : Especialista.

Podr��amos considerar otros niveles, pero con base en lo anterior, tenemos K = 8:
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Cantidad de datos de la variable de respuesta: Teniendo K niveles del
factor, se recolectan datos para cada uno de ellos. El total de datos recopilados es

indicado por N y N =
KX

i=1

Ri , donde i es el nivel del factor y Ri es la cantidad de

datos para cada nivel.

Variable respuesta: Los datos num�ericos se obtendr�an y se indicar�an con X ij ,
donde i indica el nivel del factor y j corresponde al n�umero de elementos del nivel,
j = 1; 2; : : : ; R i y i = 1; 2; : : : ; K. Los valores X ij son realizaciones de la variable
aleatoria X.

Ejemplo 63. En la siguiente tabla, ilustramos c�omo se puede representar un con-
junto de datos para ANOVA.

Nivel (Tratamiento)
T1 T2 � � � T K

X11 X21 � � � X K1

Datos X12 X22 � � � X K2
...

...
...

...
X1R1 X2R2 � � � X KR K

Media muestral X 1 X 2 � � � X K

Para realizar el ANOVA es necesario expresar los datos en t�erminos de medias
muestrales, obtener el n�umero de repeticiones y los datos totales y �jar el nivel de
signi�cancia deseado.

Media muestral: Habr�a K promedios, uno para cada tratamiento:X i =
1
Ri

R iP

j=1
X ij , i = 1; 2; : : : ; K

Total de datos: N =
KP

i=1
Ri

Media muestral general:X =
1
N

KP

i=1

R iP

j=1
X ij =

1
K

KP

i=1
X i

Tambi�en debemos indicar el nivel de signi�cancia �.

7.3. An�alisis de varianza con un factor �jo

7.3.1. Modelo estad��stico

El modelo estad��stico asociado a experimentos con un factor �jo es de la
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forma:
X ij = � + E i + e ij ; (7.1)

para i = 1; 2; : : : ; K y j = 1; 2; : : : ; R i .
En (7.1), tenemos que:

X ij es la variable respuesta;

� es el promedio general, com�un a todas las observaciones (se estima mediante
X);

E i es el efecto del i-�esimo nivel del factor (tratamiento) sobre Xij . Mide la
desviaci�on de la media del tratamiento (�i ) respecto de la media general (�):
E i = � i � � (se estima por X i � X);

eij es el error aleatorio asociado con Xij . No se controla ni se observa, pero se
espera que tome valores peque~nos y que Xij dependa m�as de Ei que de eij .

7.3.2. Supuestos del modelo

Los supuestos generalmente est�an asociados a los errores (eij ), los cuales
deben ser variables aleatorias independientes e id�enticamente distribuidas (iid) con
la distribuci�on N (0; � 2).

Sin embargo, la variable respuesta Xij es funci�on de los errores, por lo tanto, como
consecuencia de los supuestos sobre los errores, tenemos que las Xij son variables
aleatorias independientes, con Xij � N( � i ; � 2) y � i = � + E i .

Por lo tanto, las muestras aleatorias de los K tratamientos pueden tener o no
medias iguales.

7.3.3. Hip�otesis

Queremos veri�car si las medias de los K tratamientos son iguales. Siendo
� i = � + E i , probar la igualdad de las medias de los tratamientos equivale a probar
si los efectos de los tratamientos son iguales a cero.

Luego, escribimos las hip�otesis de la siguiente manera:

�
H0 : E i = 0 para todo i, i = 1; 2; : : : ; K
Ha : E i 6= 0 para por lo menos alg�un i

! hip�otesis nula
! hip�otesis alternativa

La decisi�on entre las hip�otesis se realiza mediante ANOVA.
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7.3.4. Tabla ANOVA

El ANOVA eval�ua, al nivel de signi�cancia establecido, si hay evidencia de
un efecto del nivel (tratamiento) sobre la variable respuesta.

La tabla ANOVA se presenta de la siguiente manera:

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Estad��stica
variaci�on libertad cuadrados medios F

Factor K � 1 SCF CMF =
SCF
K � 1

F0 =
CMF
CMR

Residuo N � K SCR CMR =
SCR

N � K
Total N � 1 SCT = SCF + SCR

Donde:

SCF =
KX

i=1

Ri
�
X i � X

� 2
y SCR =

KX

i=1

R iX

j=1

�
X ij � X i

� 2
:

7.3.5. Regla de decisi�on

Tenemos que, bajo la hip�otesis H0, el estad��stico de prueba tiene una distribu-
ci�on F de Fisher-Snedecor con K � 1 y N � K grados de libertad en el numerador
y denominador, respectivamente, esto es,

F0 � F (K�1; N�K) :

La regla de decisi�on se basa en la comparaci�on del estad��stico de prueba con el
cuantil 1 � � de la distribuci�on F con grados de libertad y nivel de signi�cancia ya
especi�cados, y su valor se puede obtener mediante programas como R o en la tabla
de la distribuci�on.

Por lo tanto,

a) Si F0 > F (K�1; N�K) (1��), concluimos que existen diferencias entre las medias
de tratamiento (niveles de los factores). Por lo tanto, rechazamos H0 en el nivel
100(�) % de signi�cancia.

O por el p-valor:
b) Si el p-valor = P

�
F(K�1; N�K) > F 0

�
< �, concluimos que, en el nivel 100(�) %

de signi�cancia, las medias de los tratamientos di�eren entre s��, es decir, rechazamos
H0.
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7.3.6. Interpretaci�on de los elementos del ANOVA

SCF : La suma de cuadrados entre tratamientos ! mide la variabilidad entre
las medias de los tratamientos en relaci�on con la media general. Cuanto mayor sea
la diferencia entre estos, mayor ser�a el valor de SCF. Bajo H0, tenemos SCF=�2 �
� 2

K�1 .

SCR : Suma de cuadrados dentro de los tratamientos o de los residuos ! medida
de homogeneidad de los tratamientos. Cuanto m�as cercanos sean los valores observa-
dos en cada tratamiento, menor ser�a su valor. Bajo H0, tenemos SCR=�2 � � 2

N�K .

SCT : Suma total de los cuadrados ! mide la variabilidad total de las observa-
ciones en relaci�on con la media general.

CMF : Cuadrados medios entre tratamientos ! son un estimador insesgado de
la varianza � 2; si H0 es verdadero.

CMR : Cuadrados medios dentro de los tratamientos ! son un estimador inses-
gado de la varianza �2.

7.3.7. Intervalo de con�anza para la media de cada trata-
miento

A partir de los supuestos de normalidad, tenemos queX i � N(� i ; � 2=Ri ).
Como generalmente se desconoce �2, utilizamos CMR como estimador insesgado de
este par�ametro. As��,

IC[� i ; 100 (1 � �) %] = X i � t c

r
CMR

Ri
;

donde tc es el cuantil de orden 1��=2 de la distribuci�on t-Student con N �K grados
de libertad.

Esto se debe al hecho de que
X i � � ir

CMR
Ri

� t N�K .

Ejemplo 64. Una f�abrica de chocolate cuenta con tres tipos de m�aquinas que ayudan
en la producci�on de chocolates. Los bombones son producidos por las m�aquinas y
luego envasados. Se eligieron al azar 9 bombones de cada una de las m�aquinas y se
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obtuvieron sus pesos (g).

Observaci�on M�aquina 1 M�aquina 2 M�aquina 3
1 35;0 38;9 36;4
2 35;3 36;7 36;0
3 34;3 38;7 35;3
4 35;7 38;8 36;8
5 35;2 37;6 36;9
6 34;2 37;2 37;5
7 36;5 38;8 35;3
8 35;6 38;0 36;0
9 35;5 37;2 35;7

El objetivo del muestreo es determinar si existe diferencia en el peso de los bom-
bones que las m�aquinas producen.

Soluci�on:

Tenemos un caso de comparaci�on de medias con un solo factor - m�aquina -
y tres niveles de este factor/tratamientos - m�aquinas 1, 2 y 3. Para cumplir con
los objetivos del muestreo, se puede utilizar ANOVA. Sin embargo, >es realmente
necesario? Antes de comenzar con el ANOVA, realicemos un an�alisis exploratorio de
los datos, para conocerlos mejor y justi�car o no el uso de la metodolog��a.

Obtenemos las estad��sticas descriptivas de los datos:

Datos Media Desviaci�on est�andar
M�aquina 1 35,26 0,71
M�aquina 2 37,99 0,84
M�aquina 3 36,21 0,75

Todos 36,4 1,37

Es evidente que la varianza, considerando todos los datos, supera la varianza
de cada tratamiento, como se mencion�o anteriormente. Esto es evidencia de que el
conjunto de datos tiene caracter��sticas que justi�can la aplicaci�on de ANOVA.

Otro tema importante que precede al ANOVA es el an�alisis gr�a�co de los datos
de cada nivel del factor (tratamiento), con el objetivo de veri�car la dispersi�on y
disposici�on de los datos de cada nivel en relaci�on con los dem�as. Esto se puede hacer
usando el gr�a�co box plot, que se muestra en la Figura 7.1.

Se observa que hay supremac��a de los datos del segundo grupo (m�aquina 2).

Procedemos ahora a identi�car los datos y obtener las estad��sticas necesarias
para la construcci�on de la tabla ANOVA y, posteriormente, concluiremos el an�alisis.
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Figura 7.1: Box plots de los diferentes niveles.

R1 = 9; R 2 = 9; R 3 = 9;
N = 27; K = 3; X = 36,49;

X 1 = 35,26; X 2 = 37,99; X 3 = 36,21:

Obteniendo los elementos de la tabla ANOVA:

SCF =
KX

i=1

Ri
�
X i � X

� 2
= R 1

�
X 1 � X

� 2
+ R 2

�
X 2 � X

� 2
+ R 3

�
X 3 � X

� 2

= 9 � (35,26 � 36,49) 2 + 9 � (37,99 � 36,49) 2 + 9 � (36,21 � 36,49) 2

= 13,61 + 20,35 + 0,68

= 34,63:

SCR =
KX

i=1

R iX

j=1

�
X ij � X i

� 2

=
9X

j=1

�
X 1j � X 1

� 2
+

9X

j=1

�
X 2j � X 2

� 2
+

9X

j=1

�
X 3j � X 3

� 2

= 4,02 + 5,71 + 4,53

= 14,26:

Con estos resultados en la mano, podemos armar la tabla ANOVA.
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Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Estad��stica
variaci�on libertad (gl) cuadrados (SC) medios (CM) F

Entre (Factor) 2 34,63 17,32 29,14
Dentro (Residuo) 24 14,26 0,59

Total 26 48,89

Antes de decidir, debemos �jar el nivel de signi�cancia que queremos para la
prueba. Consideraremos � = 5 %.

Para decidir si las m�aquinas producen bombones con diferentes pesos, compara-
mos el valor F0 = 29,14, con el valor tabulado, Ftab = F (2; 24) (0,95) = 3,40.

Por la regla de decisi�on, como F0 > F tab, rechazamos H0, es decir, los datos
presentan evidencia, con un 5 % de signi�cancia, de que existe una diferencia entre
las medias.

Este an�alisis solo indica que las tres m�aquinas no funcionan de forma similar
(al 5 % de signi�cancia), sin mostrar si todas di�eren entre s��, o cu�al de ellas di�e-
re. Volviendo a enfatizar, solo indica que producen resultados diferentes al 5 % de
signi�cancia.

Para decidir cu�al es la mejor m�aquina (si est�a asociada a mayor o menor valor de
peso), es necesario realizar pruebas de comparaci�on de medias, que si las considera-
mos de dos en dos, pueden ser las pruebas aqu�� presentadas en anteriores cap��tulos,
o bien las metodolog��as, como las pruebas de Tukey, Duncan, Sche��e, Bonferroni y
otras, que no se tratan en este material.

Los c�alculos ANOVA anteriores se pueden realizar paso a paso en R, cuyos c�odi-
gos se detallan a continuaci�on.

# C�odigos en R:
> m1<-c(35,35.3,34.3,35.7,35.2,34.2,36.5,35.6,35.5)
> m2<-c(38.9,36.7,38.7,38.8,37.6,37.2,38.8,38,37.2)
> m3<-c(36.4,36,35.3,36.8,36.9,37.5,35.3,36,35.7)
> d<-c(m1,m2,m3)
> boxplot(m1,m2,m3,names=c("M�aquina 1","M�aquina 2","M�aquina 3"),ylab=

"Peso (g)",col=c("darkblue","green","red"))
> alfa<-0.05 # nivel de significancia de la prueba
> K<-3 # n�umero de tratamientos
> N<-length(d); R1<-length(m1); R2<-length(m2); R3<-length(m3)
> X<-mean(d); X1<-mean(m1); X2<-mean(m2); X3<-mean(m3)
> X; X1; X2; X3 # medias
> sd(d); sd(m1); sd(m2); sd(m3) # Desviaci�on est�andar
> SCF<-R1*((X1-X)^2)+R2*((X2-X)^2)+R3*((X3-X)^2)
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> SCR1<-sum((m1-X1)^2); SCR2<-sum((m2-X2)^2); SCR3<-sum((m3-X3)^2)
> SCR<-sum(SCR1+SCR2+SCR3); SCT<-SCF+SCR
> CMF<-SCF/(K-1); CMR<-SCR/(N-K)
> F0<-CMF/CMR
> F_tab=qf(1-alfa, K-1, N-K) # cuantil de la distribuci�on F-Snedecor
# Resultados
> SCR; SCF; SCT; CMF; CMR
> F0; F_tab

Los resultados obtenidos son los mismos presentados en la tabla ANOVA. Tenga
en cuenta que mostramos, inicialmente, el paso a paso para calcular los resultados
de inter�es. Vale la pena se~nalar que el software R ya tiene implementado dicho
procedimiento a trav�es de la funci�on anova. Sin embargo, antes de presentar dicha
funci�on, organizaremos el conjunto de datos de la siguiente manera:

> m1<-c(35,35.3,34.3,35.7,35.2,34.2,36.5,35.6,35.5)
> m2<-c(38.9,36.7,38.7,38.8,37.6,37.2,38.8,38,37.2)
> m3<-c(36.4,36,35.3,36.8,36.9,37.5,35.3,36,35.7)
> datos<-c(m1,m2,m3)
> maquina<-c(rep("Maquina 1",length(m1)),rep("Maquina 2",
length(m2)),rep("Maquina 3",length(m3)))
> mydata<-data.frame(maquina, datos)
> mydata

maquina datos
1 Maquina 1 35.0
2 Maquina 1 35.3
..................
9 Maquina 1 35.5
10 Maquina 2 36.7
..................
27 Maquina 3 35.7

Tenga en cuenta que inicialmente colocamos todos los elementos en una matriz
de \datos". Luego, creamos otro vector que contiene la informaci�on de a qu�e m�aqui-
nas pertenec��an las observaciones. Dicha informaci�on se agrup�o en un data.frame
(\mydata"). Finalmente, usando la funci�on anova tendremos:

> anova(lm(datos ~ maquina, mydata)) # ANOVA
Analysis of Variance Table
Response: datos

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
maquina 2 34.63 17.317 29.14 3.79e-07 ***
Residuals 24 14.26 0.594
---
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Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Es importante tener en cuenta que el vector \datos" es la variable de respuesta
y \m�aquina" es la variable explicativa, luego \datos ~ m�aquina". La funci�on lm se
re�ere al ajuste de un modelo de regresi�on lineal. Este tema se discutir�a en detalle
en el pr�oximo cap��tulo.

Ejemplo 65. Consideremos el experimento con cuatro tratamientos, cuyos valores
se presentan en la siguiente tabla.

Tratamiento
Repetici�on A B C D

1 14 13 13 14
2 16 12 22 21
3 15 15 21 16
4 18 16 18 12
5 21 18 15 14
6 13 12 19 18

Media 16;17 14;33 18;00 15;83
Desviaci�on est�andar 2;93 2;42 3;46 3;25

Al 5 % de signi�cancia, >hay evidencia de diferencia entre los tratamientos?

Soluci�on:

TenemosX � 16,08, con desviaci�on est�andar s � 3,13. Notamos que la desvia-
ci�on est�andar general no supera todas las desviaciones est�andar de los tratamientos,
como en el caso anterior. Al analizar los box plots de la Figura 7.2, notamos que el
tratamiento B fue el que present�o los resultados m�as bajos. Sin embargo, m�as del
50 % de sus valores coinciden con el rango de resultados de A, y el 100 % con el
rango de D.

>Existe una diferencia signi�cativa, al 5 %, en las medias de los tratamientos o
podemos considerarlos todos iguales? Para responder a esta pregunta, realizamos
ANOVA.

Ahora, pasando a identi�car los datos, tenemos K = 4 niveles, N = 24 datos, y
cada tratamiento tiene Ri = 6 datos, i = 1; 2; 3; 4. Necesitamos calcular los elementos
de la tabla ANOVA.
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Figura 7.2: Box plots de los datos de cada tratamiento.

SCF =
KX

i=1

Ri
�
X i � X

� 2

= R 1
�
X 1 � X

� 2
+ R 2

�
X 2 � X

� 2
+ R 3

�
X 3 � X

� 2
+ R 4

�
X 4 � X

� 2

= 6 �
�
(0,09)2 + (�1,75) 2 + (1,92)2 + (�0,25) 2�

= 6 � [0,0081 + 3,0625 + 3,6864 + 0,0625]

= 40,9170:

SCR =
KX

i=1

R iX

j=1

�
X ij � X i

� 2

=
6X

j=1

�
X 1j � X 1

� 2
+

6X

j=1

�
X 2j � X 2

� 2

+
6X

j=1

�
X 3j � X 3

� 2
+

6X

j=1

�
X 4j � X 4

� 2

= 42,83 + 29,33 + 60,00 + 52,83

= 184,99:

Construyendo la tabla ANOVA:
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Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Estad��stica
variaci�on libertad (gl) cuadrados (SC) medios (CM) F

Entre (Factor) 3 40,92 13,64 1,47
Dentro (Residuo) 20 184,99 9,25

Total 23 225,91

Para concluir sobre los tratamientos, comparamos el valor F0 = 1,47 con el valor
tabulado Ftab = F (3;20) (0,95) = 3,09. Por la regla de decisi�on, como F0 � F tab; no
rechazamos H0; es decir, los datos no presentan evidencia, al 5 % de signi�cancia,
de que hay una diferencia entre las medias. De esta manera, al 5 % de signi�can-
cia, no hay evidencia su�ciente de diferencias entre los tratamientos; las diferencias
observadas son compatibles con la variaci�on aleatoria.

Los c�alculos de ANOVA anteriores se pueden realizar en R mediante los c�odigos
que �guran a continuaci�on. Cualquier diferencia observada se debe a errores de
aproximaci�on.

> t1<-c(14,16,15,18,21,13); t2<-c(13,12,15,16,18,12)
> t3<-c(13,22,21,18,15,19); t4<-c(14,21,16,12,14,18)
> datos<-c(t1,t2,t3,t4)
> tratamiento<-c(rep("T1",length(t1)),rep("T2",length(t2)),rep("T3",

length(t3)),rep("T4",length(t4)))
> mydata<-data.frame(tratamiento, datos)
> anova(lm(datos ~ tratamiento, mydata)) # ANOVA
Analysis of Variance Table

Response: datos
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

tratamiento 3 40.83 13.61 1.471 0.252
Residuals 20 185.00 9.25

7.4. An�alisis de varianza con dos factores �jos

En muchas situaciones, la variable de respuesta est�a in
uenciada simult�anea-
mente por dos o m�as factores.

El an�alisis estad��stico de un dise~no de dos factores depende de c�omo se combinan
y si son �jos o aleatorios.

En este apartado estudiaremos los casos en los que interesa evaluar la in
uencia
que ejercen los efectos de dos factores �jos, obedeciendo a una clasi�caci�on cruzada
entre ellos, denominada interacci�on.

En general, en el estudio ANOVA de dos v��as tenemos:

a niveles del factor A; y
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b niveles del factor B,

de modo que cada repetici�on del estudio contiene informaci�on de ambos tratamientos,
y tenemos a � b combinaciones posibles.

La siguiente tabla ayuda a comprender esta a�rmaci�on y aclara consideraciones
adicionales. Es un bosquejo de un conjunto de datos t��pico de un experimento con
dos factores �jos.

Factor B
Factor A 1 2 : : : b Medias

X 111 X 121 : : : X 1b1

1 X112 X 122 : : : X 1b2
...

... : : :
... X 1::

X 11r X 12r : : : X 1br

X 211 X 221 : : : X 2b1

X 212 X 222 : : : X 2b2

2
...

... : : :
... X 2::

X 21r X 22r : : : X 2br
...

...
... : : :

...
...

X a11 X a21 : : : X ab1

a Xa12 X a22 : : : X ab2
...

... : : :
... X a::

X a1r X a2r : : : X abr

Medias X :1: X :2: : : : X :b: X :::

Tenemos que r es la cantidad de repeticiones de cada posible combinaci�on entre
tratamientos y X ijk es la observaci�on relativa a la k-�esima unidad experimental
sometida al i -�esimo nivel del factor A y al j -�esimo nivel de factor B.

7.4.1. Notaciones

N i: =br : representa el n�umero de observaciones en el i -�esimo nivel del factor
A;

N :j =ar : representa el n�umero de observaciones en el j -�esimo nivel del factor
B;

N=abr : representa el n�umero total de observaciones;

X ij: =
1
r

rP

k=1
X ijk : representa la media muestral de la variable respuesta en el

i -�esimo nivel del factor A y en el j -�esimo nivel del factor B;

202



X i:: =
1
br

bP

j=1

rP

k=1
X ijk : representa la media muestral de la variable respuesta

en el i -�esimo nivel del factor A;

X :j: =
1
ar

aP

i=1

rP

k=1
X ijk : representa la media muestral de la variable respuesta

en el j -�esimo nivel del factor B;

X ::: =
1

abr

aP

i=1

bP

j=1

rP

k=1
X ijk : representa la media muestral general;

� ij : representa la media poblacional de la variable respuesta en el i -�esimo
nivel del factor A y en el j -�esimo nivel del factor B;

� i: : representa la media poblacional de la variable respuesta en el i -�esimo nivel
del factor A;

� :j : representa la media poblacional de la variable respuesta en el j -�esimo
nivel del factor B;

� : representa la media poblacional total.

7.4.2. Modelo estad��stico

El modelo estad��stico asociado a experimentos con dos factores �jos es:

X ijk = � + � i + � j + �� ij + e ijk ; (7.2)

donde i = 1; 2; : : : ; a; j = 1; 2; : : : ; b, k = 1; 2; : : : ; r; y

� i es el efecto de i-�esimo nivel del factor A, de�nido como �i = � i: � �;

� j es el efecto del j -�esimo nivel del factor B, de�nido como �j = � :j � �;

�� ij es el efecto de la interacci�on entre el i -�esimo nivel del factor A y el j -�esimo
nivel de factor B, de�nido como �� ij = � ij � � i: � � :j + �;

eijk es el error aleatorio asociado a Xijk .

7.4.3. Supuestos del modelo

Los supuestos est�an asociados a los errores (eijk ), los cuales deben ser variables
aleatorias iid con distribuci�on N (0; � 2).
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Debido a la forma en que se de�ni�o el modelo, tenemos las siguientes restricciones:

aP

i=1
� i = 0;

bP

j=1
� j = 0;

aP

i=1
�� ij = 0, para todo j ; y

bP

j=1
�� ij = 0, para todo i.

Estas restricciones tienen como consecuencia que las respuestas son independien-
tes con distribuci�on Normal de media � + � i + � j + �� ij y varianza � 2; o sea,

X ijk � N(� + � i + � j + �� ij ; � 2):

Los efectos �i y � j se llaman efectos principales.
Si no hay interacci�on, tenemos que los efectos A y B son aditivos y el modelo

dado en (7.2) es sustituido por:

X ijk = � + � i + � j + e ijk :

7.4.4. Hip�otesis

En general, las hip�otesis de inter�es son:

a) �
H01 : 8i; � i = 0 ! No hay efecto del factor A
Ha1 : 9i : � i 6= 0 ! Hay efecto del factor A

(7.3)

b) �
H02 : 8j; � j = 0 ! No hay efecto del factor B
Ha2 : 9j : � j 6= 0 ! Hay efecto del factor B

(7.4)

c)

�
H03 : 8ij; �� ij = 0 ! No hay efecto de la interacci�on AB
Ha3 : 9ij : �� ij 6= 0 ! Hay efecto de la interacci�on AB

(7.5)

En la tabla ANOVA se comparan los tres pares de hip�otesis al mismo tiempo.
De esta forma tendremos tres estad��sticas y el rechazo o no rechazo de la hip�otesis
nula en uno de los pares no afecta la decisi�on de las otras dos.
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7.4.5. Tabla ANOVA

La tabla ANOVA de dos factores, con muestras del mismo tama~no, est�a dada
por:

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Estad��stica
variaci�on libertad (gl) cuadrados (SC) medios (CM) F
Factor A a � 1 SCA CMA F 01

Factor B b � 1 SCB CMB F 02

Interacci�on AB (a � 1)(b � 1) SCAB CMAB F 03

Dentro (Residuo) ab(r � 1) SCR CMR
Total abr � 1 SCT

Donde:

SCT =
aP

i=1

bP

j=1

rP

k=1
(X ijk � X :::)2 : suma de cuadrados total;

SCA = br
aP

i=1
(X i:: � X :::)2 : suma de cuadrados debido al factor A;

SCB = ar
bP

j=1
(X :j: � X :::)2 : suma de cuadrados debido al factor B;

SCAB = r
aP

i=1

bP

j=1
(X ij: � X i:: � X :j: + X :::)2 : suma de cuadrados debido a la

interacci�on entre los factores A y B;

SCR =
aP

i=1

bP

j=1

rP

k=1
(X ijk � X ij: )2 : suma de cuadrados residual;

CMA =
SCA
a � 1

;

CMB =
SCB
b � 1

;

CMAB =
SCAB

(a � 1)(b � 1)
;

CMR =
SCR

ab(r � 1)
;

F01 =
CMA
CMR

: estad��stica de prueba de las hip�otesis en (7.3);

F02 =
CMB
CMR

: estad��stica de prueba de las hip�otesis en (7.4);

F03 =
CMAB
CMR

: estad��stica de prueba de las hip�otesis en (7.5).
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7.4.6. Interpretaci�on de los elementos del ANOVA

SCT : Mide la variabilidad de las observaciones en relaci�on con la media

general estimada.

SCR : Mide la variaci�on debida al azar, es decir, la variaci�on de las observaciones
dentro de cada tratamiento. La suma residual de cuadrados captura la variaci�on na-
tural del experimento, sin tener en cuenta los posibles efectos de A, B y la interacci�on
AB.

SCA : Mide la variaci�on debida al azar cuando el factor A no tiene efecto sobre
la variable respuesta. Si hay un efecto de A, entonces SCA re
eja la variabilidad
causada por el mismo, adem�as de la variaci�on debida al azar.

SCB : Mide la variaci�on debida al azar cuando el factor B no tiene efecto sobre
la variable respuesta. Si hay un efecto de B, entonces SCB re
eja la variabilidad
causada por el mismo, adem�as de la variaci�on debida al azar.

SCAB : Mide la variaci�on debida al azar cuando la interacci�on de los factores A
y B no tiene efecto sobre la variable respuesta. Si existe un efecto de la interacci�on de
los factores A y B, entonces SCAB re
eja la variabilidad causada por la interacci�on,
adem�as de la variaci�on debida al azar.

7.4.7. Regla de decisi�on

En la siguiente tabla, presentamos las estad��sticas de prueba para las hip�otesis
H01; H02 y H03, y la distribuci�on de cada estad��stica bajo la hip�otesis nula.

Estad��stica Distribuci�on de la
Hip�otesis nula de prueba estad��stica bajo H0

H01 : � 1 = � 2 = : : : = � a = 0 F 01 F(a�1; ab(r�1))

H02 : � 1 = � 2 = : : : = � b = 0 F 02 F(b�1; ab(r�1))

H03 : �� 11 = �� 12 = : : : = �� ab = 0 F 03 F((a�1)(b�1); ab(r�1))

Fijando el nivel de signi�cancia en 100(�) % y siendo F(�;  ) (1 � �) el cuantil de
orden 1 � � de la distribuci�on F con � y  grados de libertad, tenemos las siguientes
reglas de decisi�on:

� Rechazamos H01 en favor de Ha1 si F01 > F (a�1; ab(r�1)) (1 � �);

� Rechazamos H02 en favor deHa2 si F02 > F (b�1; ab(r�1)) (1 � �);

� Rechazamos H03 en favor de Ha3 si F03 > F ((a�1)(b�1); ab(r�1)) (1 � �).
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Destacamos que las comparaciones son individuales y cada par de hip�otesis tiene
sus propias estad��sticas.

Ejemplo 66. Al calibrar cierto instrumento de medici�on, el evaluador tom�o 3 puntos
y realiz�o 3 tipos de lecturas. Los resultados se presentan en la siguiente tabla.

Lecturas Punto 1 Punto 2 Punto 3 Medias
16;0 11;0 24;5

A 13;5 12;5 21;0
11;2 12;4 20;0 X 1:: = 16;142
17;0 16;0 18;6
14;0 22;6 24;0
12;0 24;8 26;0

B 17;0 22;8 30;0 X 2:: = 21;542
14;5 23;6 27;2
17;0 21;0 31;5

C 12;0 23;7 32;0
14;6 27;3 29;0 X 3:: = 23;55
15;5 23;6 35;4

Medias X :1: = 14;525 X :2: = 20;11 X :3: = 26;6 X ::: = 20;41

Considerando el nivel de signi�cancia de 5 %, responda las siguientes preguntas:

a) >El punto elegido in
uy�o en el resultado?
b) >El tipo de lectura realizada in
uy�o en el resultado obtenido?
c) >Hubo una interacci�on entre el punto de lectura y el tipo de lectura?

Soluci�on:

Con los datos disponibles, realicemos un r�apido an�alisis exploratorio, mediante
box plot (Figura 7.3), para comprobar si, gr�a�camente, tenemos evidencia de que
puede haber diferencias entre los niveles de los factores, es decir, entre punto de
lectura y tipo de lectura.

El gr�a�co indica que efectivamente puede haber diferencias. Por tanto, continua-
mos con ANOVA.

Presentaremos la tabla ANOVA para esta situaci�on, ocultando el c�alculo deta-
llado de cada elemento, que se puede hacer usando R mediante los c�odigos que se
presentan m�as adelante.
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Figura 7.3: Box plots de los niveles. Izquierda: Punto de lectura. Derecha: Tipo de
lectura.

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Estad��stica
variaci�on libertad (gl) cuadrados (SC) medios (CM) F

Factor A (M�etodo) 2 352,3072 176,1536 33,5756
Factor B (Local) 2 876,4839 438,2419 83,5306
Interacci�on AB 4 193,8294 48,4574 9,2361

Dentro (Residuo) 27 141,6550 5,2465
Total 35 1.564,28

Tenemos:

a) F 01 = 33,5756 que, comparado con F(2;27) (0,95) = 3,3541, concluimos que
existe in
uencia del m�etodo de lectura en el resultado obtenido.

b) F 02 = 83,5306 que, comparado con F(2;27) (0,95) = 3,3541, concluimos que
existe in
uencia del punto de lectura en el resultado obtenido.

c) F 03 = 9,2361 que, comparado con F(4;27) (0,95) = 2,7278, concluimos que existe
interacci�on entre el m�etodo de lectura y el punto de lectura.

Por tanto, rechazamos las tres hip�otesis nulas.

Aunque en el ejemplo anterior las conclusiones fueron las mismas para los tres
conjuntos de hip�otesis posibles, esto no es una regla y puede haber casos en los que
rechacemos la hip�otesis nula solo en uno de los casos, o solo en dos de ellos.

A continuaci�on, presentamos el comando en R para obtener los valores de la
tabla ANOVA en el Ejemplo 66.

> x1<-c(16,13.5,11.2,17,14,12,17,14.5,17,12,14.6,15.5)
> x2<-c(11,12.5,12.4,16,22.6,24.8,22.8,23.6,21,23.7,27.3,23.6)

208



> x3<-c(24.5,21,20,18.6,24,26,30,27.2,31.5,32,29,35.4)
> datos<-c(x1,x2,x3)
> punto<-c(rep("Punto 1",length(x1)),rep("Punto 2",length(x2)),
rep("Punto 3",length(x3)))
> lecturas<-c(rep("A",4),rep("B",4),rep("C",4))
> mydata<-data.frame(punto, lecturas, datos) # Crea el data frame
> anova(lm(datos ~ lecturas*punto, mydata)) # ANOVA

Analysis of Variance Table

Response: datos
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

lecturas 2 352.3 176.2 33.576 4.75e-08 ***
punto 2 876.5 438.2 83.531 2.73e-12 ***
lecturas:punto 4 193.8 48.5 9.236 7.75e-05 ***
Residuals 27 141.7 5.2
---
Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Es importante resaltar que el vector \datos" es la variable respuesta, \lecturas" y
\punto" son las variables explicativas. Para que la funci�on lm considere la interacci�on
entre las variables explicativas, el programa debe contener el siguiente comando:
\lecturas*punto".

7.5. Consideraciones �nales

Para los casos en los que ANOVA resalta diferencias entre medias, sugerimos
pruebas como la de Tukey, Fisher y Sche��e, entre otras (ver, por ejemplo, Mont-
gomery, 2013), para identi�car qu�e medias di�eren entre s��. Las situaciones que
consideran la in
uencia simult�anea de m�as de dos factores en la variable respuesta
son posibles y tambi�en tratables en ANOVA, pero no se trataron en este cap��tulo
porque son situaciones m�as complejas y, por lo tanto, est�an destinadas a cursos m�as
avanzados. Sin embargo, el razonamiento es el mismo.

7.6. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. Para comparar el precio de los terrenos en cinco comunas diferentes
de la regi�on metropolitana de Santiago se seleccionaron aleatoriamente 8 terrenos
que estaban en venta en cada una de las comunas y se registraron sus respectivos
precios, cuyos valores (expresados en millones de pesos chilenos) se presentan en la
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siguiente tabla (datos �cticios).

Terreno
Comuna I II III IV V VI VII VIII

A 51 56 69 77 69 48 41 81
B 80 86 101 111 101 76 67 115
C 57 62 73 81 73 54 48 84
D 68 72 82 89 82 66 59 92
E 50 56 71 81 71 46 37 85

a) Realizar un an�alisis descriptivo de los datos e interpretar los resultados.
b) Ejecute un ANOVA y veri�que si hay evidencia de que existe una diferencia

real entre los precios medios del suelo en las cinco comunas. Use � = 10 %.

Ejercicio 2. Considere el siguiente conjunto de datos.

Tratamiento
Repetici�on A B C

1 2,8 2,2 5,5
2 5,1 5,4 5,2
3 3,9 4,1 4,7
4 5,0 2,3 4,5
5 5,9 2,5 4,6
6 5,8 1,2 -

Media 4,75 2,95 4,90
Desviaci�on est�andar 1,19 1,52 0,43

a) Al nivel de signi�cancia de 5 %, >hay evidencia de una diferencia entre las
medias de los tratamientos?

b) Al considerar � = 1 %, >la conclusi�on permanece inalterada?

Ejercicio 3. Complete la tabla ANOVA rellenando los espacios marcados por las
letras (a) a (e).

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Estad��stica
variaci�on libertad cuadrados medios F
Factor 3 (b) 21,7965 (e)

Residuo (a) (c) (d)
Total 19 111,2695

Ejercicio 4. Los datos siguientes son pesos (en g) de 10 garzas blancas peque~nas
(Egretta thula) de diferentes bandadas. El inter�es es comprobar si las medias di�eren
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de una bandada a otra con una signi�cancia del 2 %.

Garza
Bandada 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I 385 369 394 399 373 380 359 346 347 393
II 365 349 374 379 353 360 339 326 327 373
III 374 359 383 388 363 370 350 337 338 382
IV 364 349 373 378 353 360 340 327 328 372

Ejercicio 5. Es importante veri�car siempre los supuestos para la realizaci�on del
ANOVA. Para comprobar si las varianzas de todos los grupos son constantes u
homog�eneas, podemos utilizar una prueba de homogeneidad de varianzas, como,
por ejemplo, la prueba de Levene. Para averiguar si los errores provienen de una
distribuci�on Normal, se hace un an�alisis de residuos. Los residuos se de�nen como
(ANOVA con un factor �jo) : be ij = X ij � X i , para i = 1; 2; : : : ; K y j = 1; 2; : : : ; R i .
Por lo tanto, podemos construir gr�a�cas de cuantiles (o Q-Q plots) y realizar pruebas
de ajuste Normal, como, por ejemplo, la prueba de normalidad de Lilliefors.

Considere los datos sobre el peso de peque~nas garzas de diferentes bandadas pro-
porcionados en el ejercicio anterior. En este caso obtenemos los siguientes resultados.
Interpretarlos.

# C�odigos en R:
> B1<-c(385,369,394,399,373,380,359,346,347,393)
> B2<-c(365,349,374,379,353,360,339,326,327,373)
> B3<-c(374,359,383,388,363,370,350,337,338,382)
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> B4<-c(364,349,373,378,353,360,340,327,328,372)
> datos<-c(B1,B2,B3,B4)
> grupo<-c(rep("B1",length(B1)), rep("B2",length(B2)),rep("B3",length

(B3)),rep("B4",length(B4)))
> mydata<-data.frame(datos,grupo)
> mod<-lm(datos~grupo, mydata)
> residuos<-residuals(mod) # residuos
> # Q-Q plot
> qqnorm(residuos, xlab="Cuantiles te�oricos", ylab="Cuantiles

muestrales", main="Normal Q-Q plot"); qqline(residuos)
> # Prueba de normalidad de Lilliefors
> require(nortest) # cargar paquete
> lillie.test(residuos)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: residuos
D = 0.13574, p-value = 0.0612

> # Prueba de Levene (homogeneidad de varianzas)
> require(car) # cargar paquete
> leveneTest(datos ~ grupo, data = mydata)
Levene's Test for Homogeneity of Variance (center = median)

Df F value Pr(>F)
group 3 0.0173 0.9968

36

Ejercicio 6. En una f�abrica de tornillos, se desea veri�car si existe una diferencia en
el di�ametro medio (en mm) de las piezas producidas por dos m�aquinas, utilizando
materias primas de dos proveedores. Se seleccionaron cuatro muestras, una de cada
combinaci�on m�aquina - proveedor de materia prima, con 10 tornillos cada una, cuyos
datos son:

M�aquina 1 M�aquina 2
Proveedor 1 6,01 6,00 6,02 6,02 6,005,99 5,99 6,03 5,98 6,02

6,01 5,99 5,98 5,98 6,026,00 6,01 6,01 6,02 6,00
Proveedor 2 5,89 5,91 5,89 5,90 5,886,02 6,01 6,02 6,03 6,01

5,90 5,91 5,90 5,89 5,896,02 6,03 6,02 6,02 6,03

a) Realizar un an�alisis exploratorio de los datos y comentar los resultados.
b) Considerando el nivel de signi�cancia de 5 %, responda las siguientes pregun-

tas:

212



b.1) >La m�aquina utilizada para fabricar los tornillos in
uy�o en su di�ametro?
b.2) >El proveedor de la materia prima utilizada para fabricar los tornillos in
uy�o

en el di�ametro de los mismos?
b.3) >Hubo interacci�on entre la m�aquina y el proveedor de la materia prima?

Ejercicio 7. Complete la tabla ANOVA rellenando los espacios marcados con las
letras (a) a (g). Luego, con base en los resultados de los p-valores presentados en
la tabla, veri�que si los factores A y B in
uyen o no en la variable respuesta. Use
� = 1 %.

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Estad��stica
variaci�on libertad cuadrados medios F p-valor
Factor A (a) (c) (d) 7,91 0,0020
Factor B 2 39.118,72 (e) (f) 1,91e-07

Interacci�on AB (b) 9.613,78 2.403,44 (g) 0,0186
Residuo 27 18.230,75 675,21

Total 35 77.646,97
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Cap��tulo 8

T�opicos b�asicos en an�alisis de
regresi�on

Resumen del cap��tulo: En este cap��tulo presentamos el comportamien-
to conjunto de dos variables cuantitativas a trav�es de gr�a�cos y el coe�ciente de
correlaci�on.

Objetivo: Capacitar al lector a veri�car si existe relaci�on entre dos o m�as va-
riables, describiendo matem�aticamente dicha relaci�on a trav�es de una funci�on cuyos
par�ametros son estimados.

8.1. Introducci�on

El an�alisis estad��stico de un conjunto de datos se puede realizar utilizando
una colecci�on de m�etodos. La selecci�on del m�etodo estad��stico adecuado depender�a
del tipo de informaci�on disponible y de los objetivos a alcanzar.

El an�alisis de regresi�on es uno de los m�etodos estad��sticos m�as utilizados por
investigadores de diferentes �areas para investigar y modelar la relaci�on entre dos o
m�as variables. El principal objetivo de esta importante t�ecnica estad��stica es encon-
trar una funci�on que se acerque lo m�as posible a los puntos observados, seg�un un
criterio preestablecido. El formato de esta funci�on var��a de un caso a otro y puede ser
sugerido por experiencias pasadas con el mismo tipo de informaci�on, por evidencia
te�orica que estamos interesados en investigar o por la muestra observada (Ferreira
Filho, 1988). En estudios de este alcance, es de fundamental importancia realizar
un an�alisis �nal de los resultados obtenidos, con el �n de veri�car la adecuaci�on del
modelo construido.
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8.2. Relaci�on entre las variables

Si hay una indicaci�on l�ogica o una suposici�on bien fundada de que una variable
puede in
uir en otra, podemos comenzar a investigar la relaci�on entre ellas.

Destacamos la importancia de tener evidencia de la relaci�on, ya que podemos
encontrar una relaci�on num�erica entre variables sin que exista ninguna importancia
o conexi�on con la misma. Por ejemplo, una persona desempleada podr��a obtener
datos sobre el n�umero de an�bios (sapos, ranas y ranitas arbor��colas) y el n�umero
de divorcios en determinadas �epocas en una ciudad brasile~na, y empezar a estudiar
la relaci�on entre estas variables. Un estudio as�� no tiene sentido, no tiene relevancia
y, si existe relaci�on, no es m�as que una desastrosa coincidencia.

Si existen explicaciones plausibles para la relaci�on entre dos o m�as variables,
podemos establecer la relaci�on entre ellas. Como por ejemplo:

Peso y altura de una persona;

Tama~no y edad gestacional de un feto;

N�umero de clientes de un representante de ventas y su tiempo trabajando en
el campo;

Precio de un producto y cantidad vendida;

Producci�on de sand��as y cantidad de lluvia en el periodo (riego).

Podr��amos tejer muchas otras posibilidades para variables relacionadas, pero
cubriremos otros aspectos de la teor��a.

Primero, necesitamos identi�car la variable explicativa y la variable respuesta.

Variable explicativa: Es la variable que in
uye en la variable respuesta, es
decir, al hacer cambios en la variable explicativa, tendremos resultados diferentes.
Tambi�en podr��amos decir, en algunos casos, que la variable explicativa es la que
podemos controlar. En los ejemplos anteriores tenemos como variables explicativas:
altura, edad gestacional, tiempo de trabajo, precio del producto y cantidad de lluvia,
ya que estas variables in
uyen en las respuestas. Tambi�en puede entenderse como la
variable independiente.

Hay casos en los que tenemos m�as de una variable explicativa. Por ejemplo,
en la producci�on de sand��as, podr��amos decir que la productividad tambi�en est�a
in
uenciada por la fertilizaci�on utilizada; en este caso tendr��amos dos variables ex-
plicativas: fertilizaci�on y cantidad de agua. O la relaci�on entre el precio del producto
y la cantidad vendida. Podr��amos pensar en que la cantidad vendida tambi�en est�a
in
uenciada por la calidad del producto y su nivel de importancia en la vida dia-
ria. En este �ultimo caso tenemos 3 variables explicativas: precio, calidad y grado de
importancia.
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Variable respuesta: Es la variable que se explica, es decir, la consecuencia de
la variable explicativa, el resultado obtenido. De las situaciones presentadas ante-
riormente, tenemos las siguientes variables de respuesta: peso, tama~no, n�umero de
clientes, cantidad vendida y cantidad de sand��as producidas. Tambi�en puede enten-
derse como la variable dependiente.

Generalmente, y as�� lo haremos aqu��, denotamos la variable explicativa por X, o
por X 1; X 2; : : : ; X p cuando tenemos p variables explicativas. Y denotamos la variable
respuesta por Y .

Tenga en cuenta que, en cada estudio, solo tendremos una variable respuesta.

La forma matem�atica en que estas variables se relacionan entre s�� se discutir�a en
la Secci�on 8.3, presentada posteriormente.

Incluso si, supuestamente, las variables X y Y est�an te�oricamente relacionadas,
esto no siempre ocurrir�a realmente (es decir, la relaci�on no siempre ser�a estad��stica-
mente signi�cativa). Existen t�ecnicas para identi�car relaciones y tambi�en coe�cien-
tes que indican qu�e tan relacionadas est�an las variables.

El diagrama de dispersi�on es una excelente herramienta exploratoria para indi-
car la relaci�on entre variables. Presentamos cuatro resultados posibles a partir de
diagramas de dispersi�on (son posibles otras formas, pero no se discutir�an aqu��).

Supongamos que X y Y son, respectivamente, las variables explicativa y respues-
ta.

Figura 8.1: Diagramas de dispersi�on. Izquierda: Asociaci�on lineal negativa. Derecha:
Asociaci�on lineal positiva.

En el caso de la Figura 8.1 (panel izquierdo), tenemos una asociaci�on lineal entre
las variables X y Y , y decimos que es una asociaci�on lineal negativa, porque cuando
el valor de X aumenta, el valor de Y disminuye. En el caso de la Figura 8.1 (panel
derecho), tambi�en tenemos una asociaci�on lineal entre las variables X y Y , pero en
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este caso, una asociaci�on lineal positiva, ya que el aumento en X se asocia con un
aumento en los valores de Y .

Figura 8.2: Diagramas de dispersi�on. Izquierda: Falta de asociaci�on. Derecha: Aso-
ciaci�on cuadr�atica (no lineal).

En la Figura 8.2 (panel izquierdo), tenemos un caso de ausencia de correlaci�on
entre X y Y , es decir, no es posible determinar el valor de Y a partir del valor de
X. En la Figura 8.2 (panel derecho), tenemos una asociaci�on cuadr�atica, que es una
asociaci�on no lineal.

Cabe mencionar que, en los ejemplos presentados en la Figura 8.2, el coe�ciente
que adoptaremos para medir el grado de asociaci�on entre las variables dar�a valores
similares para ambos casos, ya que eval�ua el grado de correlaci�on lineal entre las
variables, y ninguna de ellas presenta tal asociaci�on. Dicho esto, destacamos que,
si se descarta la hip�otesis de asociaci�on lineal entre las variables, se debe valorar si
existe alguna otra forma de asociaci�on entre ellas, como en el caso de la Figura 8.2
(panel derecho). Las asociaciones no lineales no se tratar�an en este material.

8.2.1. Coe�ciente de correlaci�on lineal

La literatura estad��stica presenta varias formas de cuanti�car las relaciones
entre variables, la m�as com�un envuelve el llamado coe�ciente de correlaci�on
lineal de Pearson. Este coe�ciente cuanti�ca qu�e tan lineal es la asociaci�on de las
variables.

El coe�ciente de correlaci�on lineal de Pearson poblacional generalmente se denota
por �, pero como trabajamos con muestras, necesitamos un estimador para �, que se
llama coe�ciente de correlaci�on lineal de Pearson muestral, se denota por r y toma
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valor en el rango [�1; 1]. Dicho estimador se de�ne por:

r =
P n

i=1 (X i � X)(Y i � Y )
(n � 1)s X sY

;

donde sX y sY son las desviaciones est�andar de X y Y , respectivamente;X y Y son
los valores de las medias; y n es el tama~no de la muestra.

En cuanto a los valores que r puede asumir, podemos a�rmar que:

Si r < 0, esto indica correlaci�on lineal negativa;

Si r > 0, indica correlaci�on lineal positiva;

Si r = 0, indica ausencia de correlaci�on lineal.

Observaciones:

La ausencia de correlaci�on lineal puede surgir por la falta de asociaci�on entre
las variables o porque la asociaci�on es de otra forma (cuadr�atica, por ejemplo);

Cuanto m�as cerca de los extremos del intervalo est�e el valor de r, m�as fuerte
ser�a la correlaci�on.

Ejemplo 67. Considere los siguientes tres conjuntos de datos.

X 1 2 4 5 6 8 9 10
Y1 23 27 30 32 35 37 40
X 2 2 3 4 5 6 7 9
Y2 12 9 8 5 3 2 2
X 3 2 3 4 5 6 7 8
Y3 2 15 22 25 21 16 2

Determine el coe�ciente de correlaci�on lineal de Pearson para los pares de mues-
tras y obtenga los respectivos diagramas de dispersi�on.

Soluci�on:

Tanto los gr�a�cos como los coe�cientes se obtendr�an mediante el software R,
pero se pueden obtener manualmente.

> x1<-c(2,4,5,6,8,9,10)
> y1<-c(23,27,30,32,35,37,40)
> x2<-c(2,3,4,5,6,7,9)
> y2<-c(12,9,8,5,3,2,2)
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> x3<-c(2,3,4,5,6,7,8)
> y3<-c(2,15,22,25,21,16,2)
> # Coeficientes de correlaci�on:
> cor(x1,y1); cor(x2,y2); cor(x3,y3)

Los coe�cientes de correlaci�on lineal son:

r1 � 0,9961, indicando correlaci�on lineal positiva o directa;

r2 � �0,9392, indicando correlaci�on lineal negativa o inversa;

r3 � 0,0083, indicando ausencia de correlaci�on lineal.

> # Diagramas de dispersi�on:
> par(mfrow=c(1,3)) # le permite imprimir tres gr�aficos juntos
> plot(x1,y1); plot(x2,y2); plot(x3,y3)

Los diagramas de dispersi�on se presentan a continuaci�on (Figura 8.3) y, como
destacamos anteriormente, aunque no hay indicios de correlaci�on lineal, no podemos
decir que no existe asociaci�on entre las variables X3 y Y3. A partir del resultado de
r3 � 0.0083, solo podemos a�rmar que hay muy poca evidencia de correlaci�on lineal
entre ellas. Adem�as, el diagrama de dispersi�on de los datos indica que existe una
asociaci�on cuadr�atica entre X3 y Y3 (Figura 8.3, panel derecho).

Figura 8.3: Ejemplos de diagramas de dispersi�on del Ejemplo 67.

8.2.2. Prueba de hip�otesis

Aunque sabemos que cuanto m�as cerca est�e el valor de r de los l��mites
del intervalo [�1; 1], m�as fuerte ser�a la correlaci�on, pueden surgir cuestionamientos
sobre la signi�cancia de la correlaci�on. Y para valores poco expresivos de r, esos
cuestionamientos solo aumentan.
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Para responder adecuadamente a estas preguntas, consideramos el resultado de
la prueba de hip�otesis para el coe�ciente de correlaci�on. Las hip�otesis de inter�es son:

�
H0 : � = 0
Ha : � 6= 0

Para realizar la prueba, consideramos que los n pares de valores de (X; Y ) pro-
vienen de una poblaci�on bivariada, que asumimos se describe seg�un una distribuci�on
Normal bivariada.

Tambi�en es necesario conocer la distribuci�on muestral de r. En general, existe
inter�es en probar la hip�otesis de correlaci�on lineal nula (H0 : � = 0). En este caso,
la distribuci�on en cuesti�on es sim�etrica y las hip�otesis se pueden probar utilizando
un estad��stico con una distribuci�on t-Student.

Esta estad��stica se de�ne por:

tc =
r
p

n � 2
p

1 � r 2
;

que tiene una distribuci�on t-Student con n � 2 grados de libertad.
Considerando el nivel de signi�cancia 100(�) %, la regla de decisi�on es:

Si jtcj > t �=2 (n � 2), se rechaza la hip�otesis H0.

El valor cr��tico anterior proviene de la tabla de la distribuci�on t-Student con n�2
grados de libertad; tambi�en se obtiene mediante el comando qt(1-alfa/2, n-2) en
R. Adem�as, podemos realizar la prueba mediante la funci�on cor.test y decidir a
partir del p-valor.

Ejemplo 68. Considere el siguiente conjunto de datos bivariados y eval�ue, mediante
pruebas de hip�otesis, si existe evidencia de correlaci�on lineal entre ellos.

X 2 5 4 3 8 4 6 8 9
Y 12 15 16 22 35 12 16 5 9

Soluci�on:

Considere los siguientes comandos ingresados en R:

> x<-c(2,5,4,3,8,4,6,8,9)
> y<-c(12,15,16,22,35,12,16,5,9)
> cor.test(x,y)
Pearson's product-moment correlation
data: x and y
t = 0.013831, df = 7, p-value = 0.9894
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval: -0.6611896 0.6670336
sample estimates: cor 0.005227682
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El coe�ciente de correlaci�on de los datos es r � 0,0052 y la estad��stica de prueba
es tc = 0,013831. El p-valor asociado con la prueba es alto (p-valor = 0,9894). Por lo
tanto, no rechazamos la hip�otesis nula (� = 0), ya que no hay evidencia estad��stica
su�ciente para a�rmar que exista una correlaci�on lineal entre X y Y .

Nota: Una forma r�apida de decidir si existe una correlaci�on lineal, considerando
la prueba de hip�otesis, consiste en evaluar el p-valor. Si es cercano a 1, no hay
evidencia para rechazar la hip�otesis de ausencia de correlaci�on lineal; si el p-valor es
cercano a cero, hay evidencia en contra de dicha hip�otesis.

Sin embargo, usando la regla de decisi�on, �jamos, por ejemplo, � = 1 % y, por el
comando qt(0.995, 7), tenemos t 0,005(7) � 3,4995, siendo que tc � 0,0138. Luego,
no rechazamos la hip�otesis de ausencia de correlaci�on lineal entre X y Y , a 1 % de
signi�cancia.

A continuaci�on, presentamos el diagrama de dispersi�on de los datos y, luego,
podemos a�rmar que no se observa una asociaci�on visible clara entre X y Y .

Figura 8.4: Diagrama de dispersi�on para los datos de Ejemplo 68.

> # Comando para construir el diagrama de dispersi�on:
> plot(x,y)

8.3. El modelo estad��stico

Uno de los objetivos del an�alisis de datos es obtener modelos que expliquen las
variaciones de la variable respuesta. Esta explicaci�on se da en t�erminos de variables
explicativas y de variaciones aleatorias.
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Con el objetivo de identi�car la estructura de variaci�on, asumimos que cada
observaci�on est�a formada por dos partes: una predecible, que muchas veces es posible
controlar, y otra aleatoria. De esta forma, cada observaci�on se puede representar en
un modelo aditivo, de la siguiente manera:

OBSERVACI �ON = PREDECIBLE + ALEATORIO.

La primera parte es descrita por el investigador a trav�es de un modelo matem�ati-
co con par�ametros desconocidos y la segunda componente proviene de un fen�omeno
aleatorio, al cual imponemos condiciones y asumimos que obedecen a un modelo de
probabilidad.

En t�erminos matem�aticos, podemos representar el modelo anterior como:

Y = f(X) + ":

As��, buscamos establecer modelos que, a partir del conocimiento de los valores
de las variables predictoras Xi , i = 1; 2; : : : ; p, podamos \predecir" el valor de la
variable respuesta Y .

El modelo m�as utilizado para describir relaciones entre variables es el modelo
lineal, cuya forma matricial viene dada por:

0

B
B
B
B
B
@

Y1

Y2

Y3
...

Yn

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

1 X11 X 12 � � � X 1p

1 X21 X 22 � � � X 2p

1 X31 X 32 � � � X 3p
...

...
...

. . .
...

1 Xn1 X n2 � � � X np

1

C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
@

� 0

� 1

� 2
...

� p

1

C
C
C
C
C
A

+

0

B
B
B
B
B
@

"1

"2

"3
...

"n

1

C
C
C
C
C
A

:

El cual se puede representar de la siguiente manera:

Y = X� + ":

Los elementos del modelo lineal dado son:

Y : vector con n l��neas, que contiene la variable respuesta;

X : matriz de dimensi�on n � (p + 1), con variables explicativas o predictoras;

� : vector con p + 1 par�ametros desconocidos;

" : vector de errores aleatorios, que suponemos que son iid;

p : n�umero de variables explicativas o predictoras;

n : tama~no de la muestra.
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Regresi�on lineal simple

Relaciona dos variables cuantitativas, una de las cuales es la variable respuesta
y la otra la variable explicativa. La forma matem�atica del modelo es:

Yi = � 0 + � 1X i + " i ; (8.1)

donde:

� 0 (intercepto o coe�ciente lineal) es el valor esperado para Y cuando X = 0.
Representa el punto en el que la recta cruza el eje de ordenadas. No siempre
tiene una interpretaci�on l�ogica, pero en algunos casos indica la variaci�on de Y
que no depende de la variable explicativa X;

� 1 (coe�ciente angular) representa la variaci�on en la media de Y asociada con
el aumento de una unidad en la variable X. El signo de este coe�ciente indica
el sentido de la correlaci�on.

Regresi�on lineal m�ultiple

Relaciona m�as de dos variables cuantitativas, una de las cuales es la variable
respuesta y las dem�as son las variables explicativas. Su forma matem�atica es:

Yi = � 0 + � 1X i1 + � 2X i2 + � � � + � pX ip + " i : (8.2)

La inclusi�on de otras variables explicativas implica la adici�on de par�ametros y,
en consecuencia, aumenta la complejidad del modelo.

Linealidad

La linealidad de un modelo se establece en relaci�on con los par�ametros �'s y no
en relaci�on con las variables explicativas Xi , i = 1; 2; : : : ; p.

Por ejemplo, los siguientes modelos son modelos lineales con una variable expli-
cativa:

Yi = � 0 + � 1X i + " i ;

Yi = � 0 + � 1X 2
i + " i ;

Yi = � 0 + � 1(1=Xi ) + " i .

Tambi�en hay modelos linealizables, es decir, modelos que inicialmente no son
lineales en par�ametros, pero que lo ser�an despu�es de una transformaci�on adecuada.
El siguiente modelo es un ejemplo de un modelo linealizable:

Yi = � 0X � 1
i :

Tambi�en contamos con modelos tradicionales que se pueden linealizar, dos de los
cuales se presentan en la siguiente tabla.
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Modelo ajustado Linealizaci�on Modelo linealizado Donde:

Exponencial bY = b� 0
b� X

1 log
�

bY
�

| {z }
bY �

= log
�

b� 0

�

| {z }
b� �

0

+ Xlog
�

b� 1

�

| {z }
b� �

1

bY � = b� �
0 + b� �

1 X

8
><

>:

bY = ebY �

b� 0 = e b� �
0

b� 1 = e b� �
1

Potencia bY = b� 0X b� 1 log
�

bY
�

| {z }
bY �

= log
�

b� 0

�

| {z }
b� �

0

+ b� 1log (X)
| {z }

X �

bY � = b� �
0 + b� 1X �

8
><

>:

bY = ebY �

b� 0 = e b� �
0

X = e X �

Tambi�en existen modelos no lineales en los par�ametros, como por ejemplo:

Yi = � 0 + � 1e�� 2X i + " i :

La selecci�on del modelo de regresi�on que describir�a el fen�omeno bajo an�alisis de-
be basarse en algunas propiedades relativas a la \calidad de ajuste" que el modelo
elegido permite a los datos. La bondad de ajuste del modelo de regresi�on normal-
mente se eval�ua en funci�on de algunas propiedades que se esperan del mismo. Estas
son (Marion & Silva, 1986):

Plausibilidad te�orica: El modelo debe describir y explicar adecuadamente
la situaci�on analizada;

Capacidad explicativa: El modelo debe poder explicar los datos observados
a trav�es de la relaci�on establecida;

Simplicidad: El modelo debe representar la relaci�on entre variables con la
mayor simplicidad posible, en t�erminos de forma matem�atica y n�umero de
par�ametros. Al respecto, decimos que los modelos lineales son los m�as sencillos;

Precisi�on de las estimaciones: Los par�ametros estimados deben estar lo
m�as cerca posible de los valores verdaderos de los par�ametros;

Capacidad predictiva: El modelo debe poder predecir satisfactoriamente
valores futuros de la variable respuesta.

A continuaci�on, exploraremos algunas de estas propiedades.

8.4. Estimaci�on de par�ametros

Cuando se utiliza el modelo lineal (8.1) o (8.2), disponemos de los valores de X
y Y , que son muestreados y queremos estimar el vector de par�ametros (desconocidos)
� = (� 0; � 1; : : : ; � p)> de modo que el hiperplano ajustado est�e lo m�as cerca posible
del vector de observaciones (respuestas) Y . Una medida de proximidad o distancia
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utilizada con frecuencia es la norma Lk . En este caso, nuestro objetivo es obtener
un vector � tal que:

nX

i=1

jYi � X i �j
k

sea m��nimo, para k � 1, donde X i es la i-�esima �la de la matriz X.
Asumimos k = 1; 2; : : : ; 1. Siendo as��,

Si k = 1, tenemos el criterio de minimizar errores absolutos;

Si k = 2, tenemos el criterio de m��nimos cuadrados;

Si k = 1, tenemos el criterio del error m�aximo absoluto.

Entre estos criterios, el m�as utilizado en el an�alisis de regresi�on es el de m��nimos
cuadrados (o m�etodo de m��nimos cuadrados). Seg�un Ferreira Filho (1988), esto se
debe principalmente a su simplicidad computacional y matem�atica.

8.4.1. Supuestos del modelo

Pensemos en un modelo de regresi�on lineal simple, en el que solo tenemos
los par�ametros � 0 y � 1. Para que la estimaci�on de estos par�ametros sea v�alida en
t�erminos de con�abilidad, se requiere realizar algunos supuestos a priori, que poste-
riormente deben ser veri�cados.

De los supuestos, cuatro de ellos est�an relacionados con los errores "i (i =
1; 2; : : : ; n) y el s�eptimo est�a garantizado al momento de la plani�caci�on y mues-
treo.

Estos son los supuestos del modelo de regresi�on:

1. Los errores son variables aleatorias con media cero, esto es, E("i ) = 0;

2. Homoscedasticidad: Varianza constante u homogeneidad de varianzas, esto es,
V ar(" i ) = � 2;

3. Independencia de los errores: Ausencia de correlaci�on entre los errores, esto es
E(" i " j ) = 0 para i 6= j;

4. Los errores se distribuyen de manera id�entica con la distribuci�on Normal de
probabilidad, es decir, "i � N(0; � 2);

5. La relaci�on entre X y Y es lineal;

6. En caso de regresi�on m�ultiple, las variables explicativas X1; X 2; : : : ; X p no
deben presentar multicolinealidad perfecta; correlaciones muy altas pueden
volver inestables las estimaciones;
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7. La variable predictora X no es una variable aleatoria en el experimento; la
controla el experimentador y se mide con un error insigni�cante.

La veri�caci�on de estos supuestos se tratar�a en la Secci�on 8.7, pero recordamos
que el �ultimo supuesto debe garantizarse al establecer los elementos del an�alisis, y
el pen�ultimo solo se considera en regresi�on m�ultiple, lo cual no trataremos en este
compendio.

8.4.2. M��nimos cuadrados

Sea el modelo:
Yi = � 0 + � 1X i + " i ;

donde �0 y � 1 son par�ametros desconocidos.
El m�etodo de los m��nimos cuadrados (MC) consiste en estimar �0 y � 1 por b� 0

y b� 1, respectivamente, de forma que se minimice la suma de los cuadrados de los
errores:

nX

i=1

"2
i =

nX

i=1

[Yi � (� 0 + � 1X i )]
2 =

nX

i=1

(Yi � � 0 � � 1X i )
2 :

Para minimizar la expresi�on anterior, la derivamos con respecto a �0 y � 1, obte-
niendo:

@
nP

i=1
"2

i

@�0
= �2

nX

i=1

(Yi � � 0 � � 1X i ) ;

@
nP

i=1
"2

i

@�1
= �2

nX

i=1

(Yi � � 0 � � 1X i ) X i :

Igualando a cero tenemos:

8
><

>:

�2
nP

i=1

�
Yi � b� 0 � b� 1X i

�
= 0,

�2
nP

i=1

�
Yi � b� 0 � b� 1X i

�
X i = 0,

que, desarrollando, llegamos a:

8
><

>:

P n
i=1 Yi = n b� 0 + b� 1

nP

i=1
X i ,

P n
i=1 X i Yi = b� 0

nP

i=1
X i + b� 1

nP

i=1
X 2

i .
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Resolviendo el sistema anterior parab� 0 y b� 1, obtenemos los estimadores MC,
dados por: 8

>>>>><

>>>>>:

b� 0 = Y � b� 1X,

b� 1 =
n

nP

i=1
X i Yi �

nP

i=1
Yi

nP

i=1
X i

n
nP

i=1
X 2

i �
�

nP

i=1
X i

� 2 .

O de una forma m�as simpli�cada,

b� 1 =

nP

i=1
X i Yi � n X Y

nP

i=1
X 2

i � n X
2

(8.3)

y

b� 0 = Y � b� 1X: (8.4)

De esta manera, se obtiene la ecuaci�on estimada:

bYi = b� 0 + b� 1X i ;

que se aproxima de la verdadera relaci�on Yi = � 0 + � 1X i + " i .

Otro factor importante en el uso del m�etodo de MC es que se implementa en
pr�acticamente todos los softwares estad��sticos disponibles actualmente en el merca-
do.

Sin embargo, los desv��os de la hip�otesis de normalidad de los errores y/o la
presencia de valores at��picos (outliers) pueden afectar el an�alisis por medio de este
m�etodo.

Rice & White (1964) demostraron, por medio de un estudio de Monte Carlo,
que si los errores se desv��an de la hip�otesis de normalidad y si su distribuci�on tiene
una cola m�as larga que la de la Normal, el criterio de minimizaci�on de los errores
absolutos resulta en estimadores con menor error cuadr�atico medio que aquellos
obtenidos por el m�etodo de los MC. Hogg (1979), a su vez, sugiri�o que se deber��a
prestar m�as atenci�on a los m�etodos de estimaci�on robustos en el an�alisis de regresi�on.
Recomend�o emplear el m�etodo MC y tambi�en procedimientos robustos al ajustar
un modelo lineal.

Si el conjunto de observaciones no satisface las hip�otesis de MC, entonces debe-
mos investigarlo en detalle para veri�car la presencia de valores at��picos y/o datos
in
uyentes. Cuando se encuentran valores at��picos y/o in
uyentes, se deben exami-
nar cuidadosamente. Si se trata de datos de mala calidad o errores de codi�caci�on,
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por ejemplo, podemos corregirlos o abandonarlos. Si resultan del proceso de gene-
raci�on de datos, se deben mantener en el an�alisis y, entonces, se aplica un m�etodo
robusto para la estimaci�on de los par�ametros desconocidos (Ferreira Filho, 1988).

Ejemplo 69. En cierto experimento de una industria qu��mica, se est�a estudiando
la relaci�on entre el porcentaje de amoniaco perdido como �acido n��trico no absorbido
(Y) y la corriente de aire (X), en un proceso de conversi�on de amoniaco en �acido
n��trico. Los datos obtenidos fueron1:

X 80 80 75 62 62 62 62 62 58 58 58
58 58 58 50 50 50 50 50 56 70

Y 42 37 37 28 18 18 19 20 15 14 14
13 11 12 8 7 8 8 9 15 15

a) Calcule el coe�ciente de correlaci�on lineal entre X y Y.
b) >Cu�al es el modelo lineal que describe la relaci�on entre X y Y?
c) Interprete los par�ametros.

Soluci�on:

a) El coe�ciente de correlaci�on lineal de Pearson se puede obtener f�acilmente con
la ayuda del programa R.

> x<-c(80,80,75,62,62,62,62,62,58,58,58,58,58,58,50,50,50,50,
50,56,70)

> y<-c(0.42,0.37,0.37,0.28,0.18,0.18,0.19,0.20,0.15,0.14,0.14,
0.13,0.11,0.12,0.08,0.07,0.08,0.08,0.09,0.15,0.15)

> cor(x,y) # coeficiente de correlaci�on lineal de Pearson
[1] 0.9196635

Por lo tanto, el coe�ciente de correlaci�on lineal de Pearson muestral es r � 0,9197,
lo que indica una fuerte correlaci�on lineal, ya que el valor est�a cerca del extremo
del intervalo. La correlaci�on lineal es positiva, lo que signi�ca que aumentos en la
corriente de aire se asocian con aumentos en el porcentaje de amon��aco perdido en
el proceso de conversi�on a �acido n��trico.

b) El modelo lineal que describe la relaci�on entre las dos variables se puede
obtener usando la funci�on lm de R.

> ajuste<-lm(y~x) # ajuste del modelo
> ajuste

1El conjunto de datos (archivo stack.txt) est�a disponible para descarga en: https://www.
maths.lancs.ac.uk/ ~rowlings/Teaching/Sheffield2013/data.html.
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Call: lm(formula = y ~ x)
Coefficients: (Intercept) x

-0.4413 0.0102

De ah�� extraemos los par�ametros del modelo lineal:b� 0 � �0,44 y b� 1 � 0,01. As��,
el modelo que describe la relaci�on entre la presi�on del aire y el porcentaje de p�erdida
de amoniaco es:

bY = 0,01X � 0,44: (8.5)

A partir del modelo, pudr��amos veri�car el porcentaje de p�erdida de amon��aco
para valores de presi�on no testados.

A continuaci�on se muestra el comando en R para obtener el diagrama de disper-
si�on de la Figura 8.5.

> plot(x, y, xlab="Corriente de aire", ylab="Porcentaje de amoniaco")
> abline(ajuste)

Figura 8.5: Modelo ajustado para la relaci�on de porcentaje de amoniaco perdido
versus corriente de aire.

c) Como interpretaci�on de los par�ametros ajustados tenemos:

El coe�ciente lineal no tiene interpretaci�on l�ogica en este caso;

La pendiente signi�ca que por cada 10 unidades de presi�on de aire adicional
que se utiliza en el proceso, tenemos un 10 % m�as de p�erdida de amon��aco. O,
por cada unidad de presi�on de aire, perdemos 1 % m�as de amon��aco.

El modelo tambi�en se podr��a obtener manualmente. Para ello es necesario obtener
los valores de:
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nP

i=1
X i Yi = 239,53;

nP

i=1
X 2

i = 78;365;

X � 60,43;

Y � 0,17;

n = 21.

Aplicando en las f�ormulas (8.3) y (8.4), obtenemos el modelo (8.5).

Propiedades del estimador de MC

Por el teorema de Gauss-Markov, tenemos queb� 0 y b� 1 son estimadores
insesgados y tienen una varianza m��nima entre los estimadores lineales, es decir,b� 0

y b� 1 tienen propiedades �optimas.
Adem�as, son v�alidas las siguientes propiedades de la regresi�on lineal, ajustadas

por el m�etodo de MC (Azevedo, 2016):

1. La suma de los residuos2 de cualquier modelo ajustado con intercepto es cero,

nX

i=1

ei =
nX

i=1

�
Yi � bYi

�
= 0:

2. La suma de los valores observados de la variable respuesta es igual a la suma
de los valores ajustados,

nX

i=1

Yi =
nX

i=1

bYi :

3. El modelo ajustado pasa por el punto
�
X; Y

�
, como se muestra en la Figura

8.6.

> # C�odigo en R:
> plot(x,y,xlab="Corriente de aire", ylab="Porcentaje de amon��

aco")
> abline(ajuste)
> points(mean(x),mean(y),col="red",pch=19,cex=1.4)

2Los residuos se de�nir�an m�as adelante en la Secci�on 8.7.
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Figura 8.6: Disposici�on de la media de los datos en relaci�on con el modelo ajustado,
para el Ejemplo 69.

4. La suma de los residuos ponderados por los correspondientes valores de la
variable predictora X es cero,

nX

i=1

ei X i = 0:

Por lo tanto, X es ortogonal a los residuos yX es independiente de los residuos.

5. La suma de los residuos ponderados por los correspondientes valores ajustados
es cero,

nX

i=1

ei
bYi = 0:

8.5. Calidad de ajuste

Dentro de las propiedades que un modelo debe presentar, en esta secci�on nos
centraremos en la \capacidad explicativa del modelo". Para ello proponemos partir
del principio de que la variabilidad total de los datos se divide en dos componentes,
uno debido al modelo ajustado y otro debido a los residuos.

Un ajuste de buena calidad deber��a \explicar la mayor parte de la variabilidad
de los datos Y ". Cuanto mayor sea la parte explicada por los errores, peor ser�a el
ajuste.
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Tenemos que la varianza total viene dada por:

� 2
Y =

1
n

nX

i=1

�
Yi � Y

� 2
:

Y tenemos que:

SCTot =
nX

i=1

�
Yi � Y

� 2
=

nX

i=1

Y 2
i � n Y

2
;

SCReg =
nX

i=1

�
bYi � Y

� 2
= b� 2

1

nX

i=1

�
X i � X

� 2
= b� 2

1

 
nX

i=1

X 2
i � n X

2

!

;

SCe = SCTot � SCReg:

Estos valores forman parte de la tabla ANOVA presentada en el cap��tulo anterior,
permitiendo obtener estad��sticas para evaluar la calidad del ajuste del modelo.

La tabla ANOVA para el ajuste de modelos lineales se presenta a continuaci�on:

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Estad��stica
variaci�on libertad cuadrados medios F

Regresi�on 1 SCReg CMReg = SCReg F =
CMReg

CMe
Error n � 2 SCe CMe =

SCe
n � 2

Total n � 1 SCTot

Se espera que el modelo de regresi�on explique la mayor parte de la variabilidad,

por lo que CMReg > CMe, es decir, cuanto mayor sea la raz�on
CMReg

CMe
, mejor es

el modelo.
Si el modelo explica la misma proporci�on de variabilidad que se atribuye a los

errores, lo cual no es deseable, tendr��amos
CMReg

CMe
� 1. De esta relaci�on podemos

decir que:

CMReg
CMe

� 1 : no hay evidencia de que el ajuste lineal explique m�as variabili-

dad que el error;

CMReg
CMe

> 1 : el ajuste puede tener alg�un sentido.

Pregunta: >Cu�anto mayor debe ser CMReg en relaci�on con CMe para que el
ajuste se considere signi�cativo?
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Para responder a esta pregunta, incluimos el nivel de signi�cancia en el an�alisis,
porque la respuesta se obtendr�a en relaci�on con el nivel de signi�cancia deseado y
el p-valor asociado a la estad��stica de prueba.

La regla de decisi�on es: si el p-valor es menor que el nivel de signi�cancia esta-
blecido, el ajuste es signi�cativo.

O podemos usar la regla de decisi�on basada en las estad��sticas de prueba; en este
caso decimos que el ajuste es signi�cativo al nivel de signi�cancia 100� % si:

F =
CMReg

CMe
> F (1; n�2) (1 � �);

donde F(1; n�2) (1 � �) es el valor de la tabla de la distribuci�on F.

Ejemplo 70. (Continuaci�on del ejemplo anterior) Veri�car si el ajuste es signi�-
cativo.

Soluci�on:

El an�alisis se realizar�a mediante funciones de R, utilizando el siguiente c�odigo.

> anova(ajuste) # c�alculo de ANOVA
Analysis of Variance Table
Response: y

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
x 1 0.17501 0.17501 104.2 3.77e-09 ***
Residuals 19 0.03191 0.00168
---
Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

El QMe es una estimaci�on de la varianza del error (�2), por lo tanto, s2 =
0,00168.

Con respecto a la \calidad de ajuste", como el p-valor es muy cercano a cero,
concluimos que el ajuste es signi�cativo.

8.5.1. Coe�ciente de determinaci�on

El coe�ciente de determinaci�on, denotado por R2, mide la calidad del modelo
en relaci�on con su capacidad para estimar correctamente los valores de la variable
respuesta (Wikipedia, 2022).

El R2 indica qu�e parte de la variabilidad de la variable respuesta se explica
por la variabilidad de las variables explicativas. Cuanto mayor sea su valor, m�as
explicativo ser�a el modelo. Por ejemplo, si el R2 de un modelo determinado es 0,925,
esto signi�ca que X explica el 92,5 % de la variabilidad de Y .
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Ejemplo 71. Para una muestra de n valores de (X; Y ), tenemos que, si la recta
ajustada pasa por todos los puntos, entonces SCReg = SCTot, esto es,

SCReg
SCTot

= 1:

Es decir, toda la variabilidad de Y se explica por X.

Sin embargo, generalmente SCReg < SCTot, entonces:

R2 =
SCReg
SCTot

;

donde 0 � R 2 � 1.
De esta forma, podemos decir que cuanto m�as se acerque su valor a 1, mayor

ser�a la proporci�on de variabilidad explicada por el ajuste. Sin embargo, un R2 alto
puede ser deseable, pero no es su�ciente para veri�car la calidad del ajuste.

El coe�ciente de determinaci�on R2 est�a directamente relacionado con el coe�-
ciente de correlaci�on lineal de Pearson r:

R2 = r 2:

De esta manera, tenemos que:

r =
Cov (x; y)

� x � y
:

Se demuestra que Cor (x; y) = r = �
p

R2. La elecci�on del signo \+" o \�" est�a
determinada por el signo deb� 1.

El coe�ciente de determinaci�on es una medida descriptiva de la calidad del mo-
delo ajustado; sin embargo, no debe interpretarse de forma aislada. Con muy pocas
observaciones puede ser arti�cialmente alto. Para n = 2, n�umero m��nimo de puntos
necesarios para obtener un modelo lineal simple, tenemos R2 = 1.

Para reducir la in
uencia del n�umero de datos y del n�umero de par�ametros, se
de�ne el coe�ciente de determinaci�on ajustado o coe�ciente de determina-
ci�on corregido, denotado por R

2
y dado por:

R
2

= R 2 �
1 � R 2

n � 2
:

Excepto por R2 = 1, se tieneR
2

< R 2.
Vale la pena mencionar que R2 es una medida descriptiva de la calidad del ajuste

y no debe usarse sola. Siempre se debe realizar un diagn�ostico de ajuste del modelo.

Ejemplo 72. Obtenga el coe�ciente de determinaci�on para los datos del Ejemplo
69.
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Soluci�on:

El an�alisis se realizar�a mediante funciones de R, utilizando el siguiente c�odigo.

> summary(ajuste)
Call: lm(formula = y ~ x)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.12290 -0.01127 -0.00046 0.01117 0.08873
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.4413 0.0611 -7.23 7.3e-07 ***
x 0.0102 0.0010 10.21 3.8e-09 ***
---
Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.041 on 19 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.846, Adjusted R-squared: 0.838
F-statistic: 104 on 1 and 19 DF, p-value: 3.77e-09

Obtuvimos varias estad��sticas para el modelo ajustado, entre ellas, R2 = 0,846 y
R

2
= 0,838.

8.6. Distribuci�on muestral de los estimadores

En esta secci�on, presentaremos algunas propiedades de los estimadores y
t�ecnicas de inferencia asociadas a ellos.

Propiedad 1. Los estimadores b� 0 y b� 1 son insesgados, esto es,

E
�

b� 0

�
= E

�
Y � b� 1X

�
= � 0 y E

�
b� 1

�
= E

0

B
B
@

nP

i=1
X i Yi � n X Y

nP

i=1
X 2

i � n X
2

1

C
C
A = � 1.

Propiedad 2. Las varianzas de los estimadoresb� 0 y b� 1 est�an dadas por:

V ar
�

b� 0

�
= V ar

�
Y � b� 1X

�
= � 2

nP

i=1
X 2

i

n
nP

i=1

�
X i � X

� 2
;

V ar
�

b� 1

�
= V ar

0

B
B
@

nP

i=1
X i Yi � n X Y

nP

i=1
X 2

i � n X
2

1

C
C
A =

� 2

nP

i=1

�
X i � X

� 2
:
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Resultado: Y i , dado por Yi = � 0 + � 1X i + " i , tiene distribuci�on Normal de
probabilidad, o sea, Yi s N (� 0 + � 1X i ; � 2).

A partir de este resultado, podemos demostrar que los estimadores tienen una
distribuci�on de probabilidad Normal, con media igual al valor real del par�ametro y
varianza igual a la varianza de los estimadores. Es decir,

b� 0 s N
�

� 0; V ar
�

b� 0

��
y b� 1 s N

�
� 1; V ar

�
b� 1

��
.

8.6.1. Prueba de hip�otesis

Supongamos que queremos probar la hip�otesis de que los coe�cientes �0 y
� 1 son iguales a las constantes b0 y b1, respectivamente, o si son signi�cativos en el
modelo, es decir, bi = 0, i = 0; 1. Entonces tendremos:

Hip�otesis

�
H0 : � i = bi

Ha : � i 6= bi
; i = 0; 1:

Estad��stica de prueba

t i =
b� i � b iq
V ar(b� i )

; i = 0; 1;

donde ti sigue la distribuci�on t-Student con n � 2 grados de libertad.

Regla de decisi�on

Para una prueba con nivel de signi�cancia 100(�) %, la hip�otesis H0 deber�a ser
rechazada si:

jt i j > t �=2 (n � 2);

donde t�=2 (n � 2) es el percentil de orden 100(1 � �=2) de la distribuci�on t-Student
con n � 2 grados de libertad.

Esta prueba est�a implementada en R y se utilizar�a en el ejemplo resuelto al �nal
de este cap��tulo.

8.6.2. Intervalos de con�anza

Los intervalos de con�anza son m�as informativos que los valores puntuales,
ya que proporcionan rangos de valores plausibles para los par�ametros, vinculados
al nivel de con�anza 100(1 � �) %. De esta manera, adem�as de las estimaciones
puntuales para �0 y � 1, tambi�en podemos obtener intervalos de con�anza para ellos.
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Si los supuestos del modelo se cumplen, entonces un intervalo de 100(1 � �) %
de con�anza para los par�ametros �0 y � 1 est�a dado por:

IC [� 0; 100(1 � �) %] = b� 0 � t �=2 (n � 2) s

vu
u
u
u
u
t

nP

i=1
X 2

i

n
nP

i=1

�
X i � X

� 2

y

IC [� 1; 100(1 � �) %] = b� 1 � t �=2 (n � 2) s

vu
u
u
t

1
nP

i=1

�
X i � X

� 2
:

8.7. Adecuaci�on del modelo de regresi�on lineal
simple

Antes de modelar datos relacionados, se formularon y presentaron algunos
supuestos. En esta secci�on presentaremos m�etodos para veri�car los siguientes:

1. Los errores son variables aleatorias con media cero, esto es, E("i ) = 0;

2. Homoscedasticidad: Varianza constante u homogeneidad de varianzas, esto es,
V ar(" i ) = � 2;

3. Independencia de los errores: Ausencia de correlaci�on entre los errores, es decir
E(" i " j ) = 0 para i 6= j;

4. Los errores se distribuyen de manera id�entica con la distribuci�on Normal de
probabilidad, es decir "i � N(0; � 2);

5. La relaci�on entre X y Y es lineal.

El an�alisis de adecuaci�on del modelo se lleva a cabo evaluando los supuestos
de regularidad. El coe�ciente de determinaci�on y la prueba de hip�otesis miden las
propiedades del modelo, no su adecuaci�on.

Los supuestos de variable aleatoria con esperanza cero, homocedasticidad e inde-
pendencia de los errores son necesarios para validar la estimaci�on de los par�ametros.
Mientras que el supuesto de normalidad de los errores es necesario para garantizar el
uso de intervalos de con�anza y t�ecnicas de prueba de hip�otesis para los par�ametros.

De�nici�on 23. Un residuo se de�ne como:

ei = Y i � bYi ;

para i = 1; 2; : : : ; n; donde los Yi 's son las observaciones de la variable respuesta, y
los bYi 's son los valores predichos por el modelo ajustado.
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Interpretamos los residuos como valores observados del error que aparece en el
modelo. Por lo tanto, cualquier suposici�on hecha sobre los errores puede veri�carse
mediante an�alisis de residuos, ya que los residuos deben re
ejar las propiedades de
los errores. Por eso, a menudo se utiliza la misma notaci�on (por ejemplo "i o ei ) para
errores y residuos.

El an�alisis de adecuaci�on del modelo se realizar�a mediante m�etodos gr�a�cos y
pruebas de hip�otesis en algunos casos.

a) Gr�a�co residuos versus tiempo (orden de recolecta)

Este recurso gr�a�co se utiliza para evaluar el supuesto de independencia entre
los errores y que sean variables aleatorias con media cero. Buscamos identi�car en el
gr�a�co, si existe, alg�un tipo de tendencia o asociaci�on entre el orden de recolecci�on
y los residuos; si eso ocurre, el supuesto no est�a garantizado. Ese gr�a�co permite
detectar patrones inesperados debido al tiempo.

El gr�a�co es un diagrama de dispersi�on y se espera que los puntos est�en dispersos
sin ning�un orden aparente alrededor de cero, es decir, localizados aleatoriamente.

b) Gr�a�co de residuos versus valores predichos

Tambi�en se puede utilizar el gr�a�co de residuos versus valores predichos (o valores
de la variable predictora), que ayuda a detectar:

Heteroscedasticidad de la varianza del error (varianza no constante para los
residuos);

Presencia de puntos at��picos;

La relaci�on entre variables no es lineal.

Se espera que los puntos est�en distribuidos alrededor del cero, sin patrones y
con amplitud constante. En otras palabras, una distribuci�on aleatoria con media 0
y amplitud constante.

Para corroborar el resultado visual, podemos hacer una prueba de comparaci�on
de varianzas. El conjunto de datos se divide en dos partes, utilizando la mediana
como punto de corte, y comparamos la varianza de los subgrupos.

En el ejemplo, aplicaremos la prueba y presentaremos los comandos para reali-
zarla.

c) Normalidad de los residuos

Esta gr�a�ca permite identi�car si la distribuci�on original de los datos es Normal
y tambi�en si hay valores que destacan.

El supuesto de normalidad se considerar�a v�alido si los puntos del gr�a�co se ubican
a lo largo de una l��nea aproximadamente recta.
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Normalmente, el juicio sobre la proximidad de los puntos a la l��nea recta es
subjetivo. Para completar la evaluaci�on de la normalidad se puede realizar una
prueba de normalidad, como la prueba de Shapiro-Wilk, que presentaremos en el
ejemplo.

Observaci�on: Algunas disposiciones de los puntos alrededor de la l��nea indican
una falta de normalidad. Por ejemplo, si la disposici�on de los puntos se asemeja a la
forma de la letra S o incluso a una S invertida, tenemos una distribuci�on con colas
muy cortas (valores cercanos a la media) y una distribuci�on con colas muy largas
(muchos valores extremos), respectivamente. Otra posible forma a identi�car es la
letra J o J invertida, que indican distribuciones asim�etricas positivas y negativas,
respectivamente.

Ejemplo 73. Una agencia inmobiliaria brasile~na desea veri�car la viabilidad de
utilizar informaci�on sobre la antig•uedad de la casa para inferir su precio de alquiler.
Para ello, observ�o algunas casas, registrando su antig•uedad (en a~nos) y su valor de
alquiler (en reales), como se muestra en la siguiente tabla. A partir de estos datos,
deseamos veri�car la viabilidad o no de utilizar un modelo de regresi�on lineal simple
para resolver esta cuesti�on, as�� como realizar el an�alisis completo, como se solicita
a continuaci�on.

Edad 10 13 5 7 18 8 10 4 1 4
Alquiler 450 350 620 580 290 400 400 700 650 530

a) Obtenga el coe�ciente de correlaci�on lineal para los datos y el diagrama de
dispersi�on.

b) Determine el modelo de regresi�on lineal simple, interprete los par�ametros y
represente el modelo en el diagrama de dispersi�on.

c) Pruebe el ajuste. >La variabilidad de los valores de alquiler para los datos
muestreados se explica por la antig•uedad de la propiedad?

d) >Qu�e porcentaje de la variaci�on del alquiler explica la antig•uedad del inmue-
ble?

e) Obtenga el intervalo de con�anza de 95 % para �0 y � 1.
f ) Pruebe las siguientes hip�otesis al nivel de 5 % de signi�cancia:

�
H0 : � 0 = 750
Ha : � 0 6= 750

y �
H0 : � 1 = �50
Ha : � 1 6= �50

g) Realizar an�alisis de residuos para validar los resultados obtenidos.
h) Usando el modelo, >cu�al es el valor de alquiler de propiedades con 3 y 9

a~nos? Y si usted sabe que el alquiler del inmueble cuesta 300, y considerando que el
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inmueble tiene caracter��sticas compatibles con las consideradas en el an�alisis, >qu�e
antig•uedad tendr��a?

Soluci�on:

El ejemplo se resolver�a en R. Los c�odigos y salidas se colocar�an seg�un la necesi-
dad.

a) Considere los siguientes comandos y resultados:

> edad<-c(10,13,5,7,18,8,10,4,1,4)
> alquiler<-c(450,350,620,580,290,400,400,700,650,530)
> plot(edad, alquiler, lwd=2) # diagrama de dispersi�on
> cor(edad, alquiler) # c�alculo del coeficiente de correlaci�on
[1] -0.8926152

El coe�ciente de correlaci�on lineal de Pearson indica una correlaci�on lineal inver-
sa, lo que signi�ca que cuanto m�as antigua es la casa, m�as barato es el alquiler y la
correlaci�on puede considerarse alta, pues r � �0,8926. El diagrama de dispersi�on
de los datos se muestra en la Figura 8.7.

Figura 8.7: Diagrama de dispersi�on de los datos del Ejemplo 73.

b) Para ajustar el modelo, usaremos la funci�on lm nuevamente, de la siguiente
manera.

> ajuste<-lm(alquiler~edad) # ajuste del modelo
> ajuste # proporciona los coeficientes
Call: lm(formula = alquiler ~ edad)
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Coefficients:
(Intercept) edad

695.57 -24.82

El coe�ciente angular es negativo, como se esperaba, ya que tiene el mismo signo
que r. Y el alquiler de cada propiedad se puede estimar mediante la relaci�on:

Alquiler = 695,57 � 24,82 � Edad:

Si denotamos X como variable explicativa y Y como variable respuesta, el modelo
se escribe de la forma tradicional: Y = 695,57 � 24,82X.

En este caso, el par�ametro lineal (�0) tiene una interpretaci�on l�ogica. Seg�un
el modelo, una casa nueva con las mismas especi�caciones observadas tendr�a un
alquiler de 695,57 reales. Este es el valor inicial del alquiler.

El par�ametro angular � 1 indica que, sin tener en cuenta el ajuste del alquiler,
cada a~no el alquiler disminuye en 24,82 reales, es decir, por cada a~no que aumenta
la antig•uedad del inmueble, el valor del alquiler baja en 24,82 reales.

Figura 8.8: Disposici�on de la media de los datos en relaci�on con el modelo ajustado
(Ejemplo 73).

La representaci�on del modelo ajustado en relaci�on con los datos observados se
encuentra en la Figura 8.8.

> # Comando en R para obtener el diagrama de dispersi�on:
> plot(edad, alquiler, lwd=2) # diagrama de dispersi�on
> abline(ajuste) # traza el modelo en el gr�afico
> points(mean(edad), mean(alquiler), col="red", pch=19, cex=1.4)
> legend(12, 680, c("Ajustado","Observado","Media"), col=c("black","

black","red"), lty=c(1,NA,NA), pch=c(NA,1,19), lwd=c(1,NA,NA))
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c) La capacidad predictiva del modelo se eval�ua mediante ANOVA.

> anova(ajuste)
Analysis of Variance Table

Response: alquiler
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

edad 1 138007 138007 31.36 0.00051 ***
Residuals 8 35203 4400
---
Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Tenemos que F = 31,36. Si �jamos el nivel de signi�cancia de 5 %, entonces,
por la regla de decisi�on, tenemos F(1;8) (0,95) = 5,32 y, como el valor obtenido es
superior al valor tabulado, tenemos evidencia de que la antig•uedad del inmueble
est�a asociada con la variaci�on del precio del alquiler.

Observamos que el p-valor de ANOVA es muy cercano a 0, con una cifra sig-
ni�cativa en el cuarto decimal. De ello podemos concluir que el ajuste lineal es
signi�cativo; la adecuaci�on del modelo se eval�ua adem�as mediante el diagn�ostico de
residuos y supuestos.

A partir de ANOVA, tambi�en tenemos una estimaci�on de la varianza del error,
que viene dada por CMe; en este caso, s2 = 4.400.

d) El coe�ciente de determinaci�on se puede obtener de dos formas: R2 = r 2 y

R2 =
SCReg
SCTot

. Y su valor es R2 = 0,7968.

Pero vamos a trabajar con elR
2

= 0,7714, que indica que el 77,14 % de la
variaci�on del alquiler est�a asociada con la antig•uedad del inmueble dentro del modelo.
El resto de la variaci�on de precio (22,86 %) se debe a causas aleatorias u otras
variables que podr��an considerarse en el an�alisis de regresi�on m�ultiple. Variables
como la ubicaci�on del inmueble pueden in
uir en el precio del alquiler.

e) Los intervalos de con�anza de 95 % para los par�ametros son:

IC[� 0; 95 %] = (600,5685; 790,5743),
IC[� 1; 95 %] = (�35,0421; �14,6007),

que se obtienen a trav�es de la funci�on confint prede�nida en R, de la siguiente
manera.

> confint(ajuste)
2.5 % 97.5 %

(Intercept) 600.5685 790.5743
edad -35.0421 -14.6007
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Seg�un los datos obtenidos, con 95 % de con�anza, el valor del alquiler de una
casa nueva con las mismas especi�caciones que las consideradas, variar�a entre 600 y
790 reales. Y la depreciaci�on del precio a lo largo de los a~nos ser�a de 14 a 35 reales.

f ) La prueba de hip�otesis para los par�ametros de regresi�on est�a programada en
R, considerando bi = 0, i = 0; 1, esto es, para probar las hip�otesis:

�
H0 : � 0 = 0
Ha : � 0 6= 0

(8.6)

y �
H0 : � 1 = 0
Ha : � 1 6= 0

(8.7)

Los resultados de las pruebas de hip�otesis (8.6) y (8.7) se pueden obtener usando
el comando:

> summary(ajuste)
Call: lm(formula = alquiler ~ edad)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-97.00 -41.24 -9.05 46.71 103.71
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 695.57 41.20 16.9 1.5e-07 ***
edad -24.82 4.43 -5.6 0.00051 ***
---
Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 66.3 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.797, Adjusted R-squared: 0.771
F-statistic: 31.4 on 1 and 8 DF, p-value: 0.00051

Inicialmente, el comando summary(ajuste) devuelve los cuantiles de los residuos.
En Coe�cients, tenemos las estimaciones en la primera columna (Estimate); en la
segunda, los valores del error est�andar (Std. Error); luego, las estad��sticas de prueba
(t value) y el p-valor asociado a cada una de ellas (P r(> jtj)), que, como son del
orden de 10�4 o menor, llevan a rechazar las hip�otesis de que �0 = 0 y � 1 = 0.

Tambi�en se proporciona el valor R2 (Multiple R-squared), as�� como la estad��stica
del ANOVA del ajuste del modelo (F-statistic) y su p-valor.

Sin embargo, como queremos probar las hip�otesis nulas H0 : � 0 = 750 y H0 :
� 1 = �50, y para ejecutar estas pruebas necesitar��amos desarrollar un c�odigo para
obtener V ar

�
b� 0

�
y V ar

�
b� 1

�
, usaremos el concepto de intervalo de con�anza para

veri�car si podemos rechazar o no las hip�otesis nulas.
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Considerando los resultados del ��tem anterior, rechazamos la hip�otesis nula refe-
rida a � 1 y no rechazamos la hip�otesis nula referida a �0.

g) An�alisis de residuos:

Para evaluar los supuestos de que los errores tienen varianza constante y no est�an
correlacionados entre s��, utilizamos gr�a�cos de residuos versus valores ajustados y/o
residuos versus valores de la variable predictora.

> # C�odigo en R para realizar el an�alisis de residuos:
> plot(fitted(ajuste), residuals(ajuste), xlab="Valores ajustados",

ylab="Residuos")
> abline(h=0)
> dev.new() # crea una nueva ventana de gr�afico
> plot(edad, residuals(ajuste), xlab="Edad", ylab="Residuos")
> abline(h=0)

Figura 8.9: Gr�a�cos de residuos.

Al parecer, podr��amos tener problemas con la hip�otesis de homocedasticidad,
porque seg�un las gr�a�cas dadas en la Figura 8.9, los residuos para los primeros
valores de la muestra tienden a tener valores positivos, y para los �ultimos valores los
residuos son negativos.

Para aclarar esta duda, hagamos la prueba de comparaci�on de varianzas. Para
ello dividiremos el conjunto de datos en dos partes: en la primera consideraremos
los 5 primeros datos; y en la otra, los �ultimos 5 (la divisi�on tambi�en se podr��a hacer
por la mediana).

> var.test(residuals(ajuste)[1:5], residuals(ajuste)[6:10])
F test to compare two variances
data: residuals(ajuste)[1:5] and residuals(ajuste)[6:10]
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F = 0.19647, num df = 4, denom df = 4, p-value = 0.1441
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval: 0.0204557 1.8869764
sample estimates: ratio of variances 0.1964673

El resultado de la prueba present�o un p-valor = 0,1441, que es mayor que los
niveles de signi�cancia habitualmente utilizados (1 %, 5 % y 10 %). Por tanto, no hay
evidencia su�ciente contra la igualdad de varianzas de los dos subconjuntos; esto es
compatible con la homocedasticidad de los residuos, aunque no la garantiza.

Para evaluar el supuesto de normalidad de los errores se debe construir la gr�a�ca
Q-Q de los residuos y/o realizar la prueba de normalidad.

> # Gr�afico Q-Q Normal de los residuos:
> qqnorm(residuals(ajuste), xlab="Cuantiles te�oricos", ylab="

Cuantiles muestrales", main="Normal Q-Q plot")
> qqline(residuals(ajuste))

Figura 8.10: Gr�a�co Q-Q Normal de los residuos.

> # Prueba de normalidad:
> shapiro.test(residuals(ajuste))
Shapiro-Wilk normality test
data: residuals(ajuste)
W = 0.97708, p-value = 0.9477

El resultado de la prueba de normalidad de Shapiro-Wilk arroj�o un p-valor =
0,9477, el cual se considera alto. Por tanto, no rechazamos la hip�otesis de normalidad
de los residuos; no se detecta evidencia contra ese supuesto.

Finalmente, necesitamos analizar la gr�a�ca de residuos versus tiempo, para des-
cartar la hip�otesis de autocorrelaci�on entre los errores. En este caso observamos que,
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aparentemente, las primeras muestras presentaron valores estimados superiores a los
observados, y esta relaci�on se invirti�o para las �ultimas muestras (ver Figura 8.11).
La decisi�on de considerar relevante o no esta relaci�on corresponde a los expertos en
la materia, pues si los datos se presentaran en orden ascendente en X (antig•uedad
del inmueble), ya no se observa dicha relaci�on.

Figura 8.11: Comportamiento de los residuos en relaci�on con el orden de recolecci�on
de los datos.

> # Comportamiento de los residuos:
> plot(residuals(ajuste), xlab=" �Indice", ylab="Residuos")
> abline(0,0)

Finalmente, es posible obtener los valores num�ericos de los residuos y los valo-
res estimados/predichos por el modelo. Esto se puede hacer usando los siguientes
comandos respectivamente.

> residuals(ajuste) # o a�un: ajuste$residuals
> fitted(ajuste) # o a�un: ajuste$fitted.values

h) Para obtener los valores de alquiler para las edades proporcionadas, simple-
mente sustituya las edades en la f�ormula: Alquiler = 695,57 � 24,82 � Edad.

Para edad igual a 3 a~nos, el valor del alquiler es de 621,11 reales.
Para edad de 9 a~nos, el precio del alquiler es de 472,19 reales.
Para obtener la antig•uedad de la propiedad, dado que el alquiler es de 300 reales,

utilizamos la inversa de la funci�on anterior. En este caso, para una renta real de
300, la antig•uedad del inmueble estimada por el modelo es de 15,95 a~nos, es decir,
aproximadamente 16 a~nos.
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8.8. Consideraciones �nales

Las t�ecnicas de regresi�on y correlaci�on descritas en este cap��tulo tienen como
objetivo estimar una relaci�on lineal que puede existir entre dos variables de la po-
blaci�on. El an�alisis de correlaci�on, utilizando el coe�ciente de correlaci�on lineal de
Pearson, tiene como objetivo medir el grado de asociaci�on lineal entre estas variables,
mientras que la regresi�on lineal simple obtiene la ecuaci�on matem�atica de la l��nea
recta que mejor describe esta relaci�on.

Como se vio en la Secci�on 8.4.1, el an�alisis de regresi�on lineal simple requiere
supuestos fuertes para su uso, tales como: linealidad de la relaci�on entre X y Y ,
normalidad, independencia y homocedasticidad de los errores. Fue a partir de estas
limitaciones que surgieron extensiones de los modelos lineales cl�asicos (regresi�on
lineal simple y m�ultiple), como los modelos lineales generalizados (GLM), que no
se tratan en este compendio. Para una introducci�on a GLM, sugerimos los libros
(en ingl�es) de Dobson & Barnett (2018), Dunn & Smyth (2018) y Agresti (2015),
entre otros. En portugu�es, recomendamos los libros de Paula (2025)3, Cordeiro &
Dem�etrio (2008), Turkman & Silva (2000).

8.9. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. Construya el diagrama de dispersi�on y calcule el coe�ciente de corre-
laci�on lineal para cada par de variables a continuaci�on. Interpretar los resultados.

X 1 20 21 14 18 19 26
Y1 5 4 10 8 7 1

X 2 1,5 1,2 -1,1 -0,6 1,6 1,0 -1,4 0,0 -0,1
Y2 11,2 6,3 16,3 17,1 11,8 14,7 1,8 13,6 10,5

X 3 -1,74 0,27 -1,38 -0,86 0,42
Y3 3,28 0,54 0,33 -1,05 1,38

X 4 -1,8 0,4 0,3 1,2 0,2 0,5 -0,6 -0,3 -0,7 0,1
Y4 3,3 5,4 5,1 6,5 4,9 5,8 4,3 5,0 4,2 5,1

Ejercicio 2. Probar, con un nivel de signi�cancia de 5 %, la hip�otesis H0 : � = 0
contra la alternativa Ha : � 6= 0, para cada conjunto de datos del ejercicio anterior.

Ejercicio 3. Supongamos que un instituto de investigaci�on est�a interesado en cono-
cer la relaci�on entre el nivel educativo del jefe de familia (X) y el ingreso familiar

3El libro de Paula (2025) est�a disponible en Internet en la siguiente direcci�on: https://www.
ime.usp.br/ ~giapaula/texto_2025.pdf.
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mensual (Y ) en una ciudad de Brasil. Para ello, se recolect�o una muestra de 30
familias y se registr�o el tiempo de estudio (en a~nos) de la persona de referencia
y el ingreso familiar mensual (en reales) de cada una de ellas. Los resultados se
encuentran en la siguiente tabla.

Familia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 7 8 10 14 6 14 15 11 11 4
Y 3.949 5.535 5.742 6.454 4.147 7.162 9.424 5.472 4.512 1.946

Familia 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X 6 6 12 8 13 9 12 15 8 13
Y 3.228 2.974 6.562 4.205 6.889 5.628 5.636 9.060 4.797 7.262

Familia 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
X 15 6 11 5 7 8 4 8 14 8
Y 6.264 3.499 5.744 4.147 5.691 6.031 1.687 4.004 7.710 3.740

a) Construya el diagrama de dispersi�on e interpr�etelo.
b) Obtenga el coe�ciente de correlaci�on lineal e interprete su valor.
c) Determine el modelo lineal:bY = b� 0 + b� 1X.
d) Represente la l��nea de regresi�on en el gr�a�co del ��tem (a).
e) Interprete el par�ametro ajustado b� 0.
f ) Interprete el par�ametro ajustado b� 1.
g) Calcule e interprete el coe�ciente de determinaci�onR

2
.

Ejercicio 4. Analizar los residuos del modelo ajustado en el ejercicio anterior y
comente sobre la adecuaci�on del modelo.

Ejercicio 5. El an�alisis del peso (en kg) de 15 hombres elegidos al azar de una
poblaci�on, como funci�on lineal de su altura (en cm), proporcion�o los resultados a
continuaci�on con algunos campos faltantes. Rellene los espacios marcados con las
letras (a) hasta (k) e interprete los resultados.

Tabla ANOVA.
Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Estad��stica p-valor
variaci�on libertad cuadrados medios F
Altura (a) 1.103,3097 (e) (g) 7,39e-07

Residuos (b) (d) (f)
Total (c) 1.286,9333
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Modelo.
IC 95 %

Estimaci�on Error est�andar t p-valor 2,5 % 97,5 %
Intercepto -39,1475 12,8315 (h) 0,0093 (j) -11,4267

Altura 0,6610 0,0748 (i) 7,39e-07 0,4995 (k)

Ejercicio 6. Considere los siguientes datos sobre los recuentos diarios de microor-
ganismos en una placa de Petri.

D��a (X) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
No colonias visibles (Y ) 2 5 7 19 31 48 96 164 289 515

a) Ajuste Y en funci�on de X en los tres modelos siguientes:

Modelo lineal: bY = b� 0 + b� 1X
Modelo exponencial: bY = b� 0

b� X
1

Modelo potencia: bY = b� 0X b� 1

b) Encuentre el coe�ciente de determinaci�onR
2

para cada modelo ajustado.
c) >Cu�al de los tres modelos ajustados es el m�as e�caz para este conjunto de

datos? Justi�que su respuesta.
d) Utilizando el modelo de mejor ajuste, >cu�al ser��a el valor esperado de Y si

X = 12?

Ejerc��cio 7. Un profesor de Historia en la Educaci�on B�asica est�a interesado en
investigar la relaci�on entre el tiempo de estudio (en horas) y la cali�caci�on en el
examen de la materia (escala de 0 a 1.000). Para ello se tom�o una muestra de 7
estudiantes, obteniendo los datos que se muestran en la siguiente tabla.

Alumno A B C D E G H
Tiempo (X) 2 3 4 5 5 7 10

Nota (Y ) 354 382 589 733 590 862 920

Ajustando el modelo lineal, obtuvimos:bY = 239,72 + 76,44X y F = 32,11.
>C�omo argumentar��a con el estudiante A para que estudiara m�as para el examen de
Historia?
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Tablas

Cuadro A1: Distribuci�on Normal est�andar - P (Z < z � ) = �.

Parte intera y 1 er 2do decimal de z �
decimal de z � 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,5000 0,5040 0,5079 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359 0,0
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753 0,1
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141 0,2
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517 0,3
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879 0,4
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224 0,5
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549 0,6
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852 0,7
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133 0,8
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389 0,9
1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621 1,0
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830 1,1
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015 1,2
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177 1,3
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319 1,4
1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441 1,5
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545 1,6
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633 1,7
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706 1,8
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767 1,9
2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817 2,0
2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857 2,1
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890 2,2
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916 2,3
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936 2,4
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952 2,5
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964 2,6
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974 2,7
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981 2,8
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986 2,9
3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990 3,0
3,1 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993 3,1
3,2 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995 3,2
3,3 0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997 3,3
3,4 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998 3,4
3,5 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 3,5
3,6 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 3,6
3,7 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 3,7
3,8 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 3,8
3,9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 3,9
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Cuadro A2: Distribuci�on t-Student - P (T > t � (gl)) = �.

�
gl 0,25 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0025 0,001 0,0005 gl

1 1,0000 3,0777 6,3138 12,7062 31,8205 63,6567 127,3213 318,3088 636,6192 1
2 0,8165 1,8856 2,9200 4,3027 6,9646 9,9248 14,0890 22,3271 31,5991 2
3 0,7649 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407 5,8409 7,4533 10,2145 12,9240 3
4 0,7407 1,5332 2,1318 2,7764 3,7469 4,6041 5,5976 7,1732 8,6103 4
5 0,7267 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321 4,7733 5,8934 6,8688 5
6 0,7176 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074 4,3168 5,2076 5,9588 6
7 0,7111 1,4149 1,8946 2,3646 2,9980 3,4995 4,0293 4,7853 5,4079 7
8 0,7064 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554 3,8325 4,5008 5,0413 8
9 0,7027 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498 3,6897 4,2968 4,7809 9

10 0,6998 1,3722 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693 3,5814 4,1437 4,5869 10
11 0,6974 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058 3,4966 4,0247 4,4370 11
12 0,6955 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545 3,4284 3,9296 4,3178 12
13 0,6938 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123 3,3725 3,8520 4,2208 13
14 0,6924 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768 3,3257 3,7874 4,1405 14
15 0,6912 1,3406 1,7531 2,1314 2,6025 2,9467 3,2860 3,7328 4,0728 15
16 0,6901 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208 3,2520 3,6862 4,0150 16
17 0,6892 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982 3,2224 3,6458 3,9651 17
18 0,6884 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784 3,1966 3,6105 3,9216 18
19 0,6876 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609 3,1737 3,5794 3,8834 19
20 0,6870 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453 3,1534 3,5518 3,8495 20
21 0,6864 1,3232 1,7207 2,0796 2,5176 2,8314 3,1352 3,5272 3,8193 21
22 0,6858 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188 3,1188 3,5050 3,7921 22
23 0,6853 1,3195 1,7139 2,0687 2,4999 2,8073 3,1040 3,4850 3,7676 23
24 0,6848 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922 2,7969 3,0905 3,4668 3,7454 24
25 0,6844 1,3163 1,7081 2,0595 2,4851 2,7874 3,0782 3,4502 3,7251 25
26 0,6840 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787 3,0669 3,4350 3,7066 26
27 0,6837 1,3137 1,7033 2,0518 2,4727 2,7707 3,0565 3,4210 3,6896 27
28 0,6834 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633 3,0469 3,4082 3,6739 28
29 0,6830 1,3114 1,6991 2,0452 2,4620 2,7564 3,0380 3,3962 3,6594 29
30 0,6828 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500 3,0298 3,3852 3,6460 30
35 0,6816 1,3062 1,6896 2,0301 2,4377 2,7238 2,9960 3,3400 3,5911 35
40 0,6807 1,3031 1,6839 2,0211 2,4233 2,7045 2,9712 3,3069 3,5510 40
45 0,6800 1,3006 1,6794 2,0141 2,4121 2,6896 2,9521 3,2815 3,5203 45
50 0,6794 1,2987 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778 2,9370 3,2614 3,4960 50
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Cuadro A3: Distribuci�on Chi-cuadrado - P (� 2 > � 2
� (gl)) = �.

�
gl 0,995 0,99 0,975 0,95 0,9 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 gl

1 4e-05 0,0002 0,0010 0,0039 0,0158 2,7055 3,8415 5,0239 6,6349 7,8794 1
2 0,0100 0,0201 0,0506 0,1026 0,2107 4,6052 5,9915 7,3778 9,2103 10,5966 2
3 0,0717 0,1148 0,2158 0,3518 0,5844 6,2514 7,8147 9,3484 11,3449 12,8382 3
4 0,2070 0,2971 0,4844 0,7107 1,0636 7,7794 9,4877 11,1433 13,2767 14,8603 4
5 0,4117 0,5543 0,8312 1,1455 1,6103 9,2364 11,0705 12,8325 15,0863 16,7496 5
6 0,6757 0,8721 1,2373 1,6354 2,2041 10,6446 12,5916 14,4494 16,8119 18,5476 6
7 0,9893 1,2390 1,6899 2,1673 2,8331 12,0170 14,0671 16,0128 18,4753 20,2777 7
8 1,3444 1,6465 2,1797 2,7326 3,4895 13,3616 15,5073 17,5345 20,0902 21,9550 8
9 1,7349 2,0879 2,7004 3,3251 4,1682 14,6837 16,9190 19,0228 21,6660 23,5894 9

10 2,1559 2,5582 3,2470 3,9403 4,8652 15,9872 18,3070 20,4832 23,2093 25,1882 10
11 2,6032 3,0535 3,8157 4,5748 5,5778 17,2750 19,6751 21,9200 24,7250 26,7568 11
12 3,0738 3,5706 4,4038 5,2260 6,3038 18,5493 21,0261 23,3367 26,2170 28,2995 12
13 3,5650 4,1069 5,0088 5,8919 7,0415 19,8119 22,3620 24,7356 27,6882 29,8195 13
14 4,0747 4,6604 5,6287 6,5706 7,7895 21,0641 23,6848 26,1189 29,1412 31,3193 14
15 4,6009 5,2293 6,2621 7,2609 8,5468 22,3071 24,9958 27,4884 30,5779 32,8013 15
16 5,1422 5,8122 6,9077 7,9616 9,3122 23,5418 26,2962 28,8454 31,9999 34,2672 16
17 5,6972 6,4078 7,5642 8,6718 10,0852 24,7690 27,5871 30,1910 33,4087 35,7185 17
18 6,2648 7,0149 8,2307 9,3905 10,8649 25,9894 28,8693 31,5264 34,8053 37,1565 18
19 6,8440 7,6327 8,9065 10,1170 11,6509 27,2036 30,1435 32,8523 36,1909 38,5823 19
20 7,4338 8,2604 9,5908 10,8508 12,4426 28,4120 31,4104 34,1696 37,5662 39,9968 20
21 8,0337 8,8972 10,2829 11,5913 13,2396 29,6151 32,6706 35,4789 38,9322 41,4011 21
22 8,6427 9,5425 10,9823 12,3380 14,0415 30,8133 33,9244 36,7807 40,2894 42,7957 22
23 9,2604 10,1957 11,6886 13,0905 14,8480 32,0069 35,1725 38,0756 41,6384 44,1813 23
24 9,8862 10,8564 12,4012 13,8484 15,6587 33,1962 36,4150 39,3641 42,9798 45,5585 24
25 10,5197 11,5240 13,1197 14,6114 16,4734 34,3816 37,6525 40,6465 44,3141 46,9279 25
26 11,1602 12,1981 13,8439 15,3792 17,2919 35,5632 38,8851 41,9232 45,6417 48,2899 26
27 11,8076 12,8785 14,5734 16,1514 18,1139 36,7412 40,1133 43,1945 46,9629 49,6449 27
28 12,4613 13,5647 15,3079 16,9279 18,9392 37,9159 41,3371 44,4608 48,2782 50,9934 28
29 13,1211 14,2565 16,0471 17,7084 19,7677 39,0875 42,5570 45,7223 49,5879 52,3356 29
30 13,7867 14,9535 16,7908 18,4927 20,5992 40,2560 43,7730 46,9792 50,8922 53,6720 30
31 14,4578 15,6555 17,5387 19,2806 21,4336 41,4217 44,9853 48,2319 52,1914 55,0027 31
32 15,1340 16,3622 18,2908 20,0719 22,2706 42,5847 46,1943 49,4804 53,4858 56,3281 32
33 15,8153 17,0735 19,0467 20,8665 23,1102 43,7452 47,3999 50,7251 54,7755 57,6484 33
34 16,5013 17,7891 19,8063 21,6643 23,9523 44,9032 48,6024 51,9660 56,0609 58,9639 34
35 17,1918 18,5089 20,5694 22,4650 24,7967 46,0588 49,8018 53,2033 57,3421 60,2748 35
36 17,8867 19,2327 21,3359 23,2686 25,6433 47,2122 50,9985 54,4373 58,6192 61,5812 36
37 18,5858 19,9602 22,1056 24,0749 26,4921 48,3634 52,1923 55,6680 59,8925 62,8833 37
38 19,2889 20,6914 22,8785 24,8839 27,3430 49,5126 53,3835 56,8955 61,1621 64,1814 38
39 19,9959 21,4262 23,6543 25,6954 28,1958 50,6598 54,5722 58,1201 62,4281 65,4756 39
40 20,7065 22,1643 24,4330 26,5093 29,0505 51,8051 55,7585 59,3417 63,6907 66,7660 40
41 21,4208 22,9056 25,2145 27,3256 29,9071 52,9485 56,9424 60,5606 64,9501 68,0527 41
42 22,1385 23,6501 25,9987 28,1440 30,7654 54,0902 58,1240 61,7768 66,2062 69,3360 42
43 22,8595 24,3976 26,7854 28,9647 31,6255 55,2302 59,3035 62,9904 67,4593 70,6159 43
44 23,5837 25,1480 27,5746 29,7875 32,4871 56,3685 60,4809 64,2015 68,7095 71,8926 44
45 24,3110 25,9013 28,3662 30,6123 33,3504 57,5053 61,6562 65,4102 69,9568 73,1661 45
46 25,0413 26,6572 29,1601 31,4390 34,2152 58,6405 62,8296 66,6165 71,2014 74,4365 46
47 25,7746 27,4158 29,9562 32,2676 35,0814 59,7743 64,0011 67,8206 72,4433 75,7041 47
48 26,5106 28,1770 30,7545 33,0981 35,9491 60,9066 65,1708 69,0226 73,6826 76,9688 48
49 27,2493 28,9406 31,5549 33,9303 36,8182 62,0375 66,3386 70,2224 74,9195 78,2307 49
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Cuadro A4: Distribuci�on F de Fisher-Snedecor - P (F > F0;01(gl num; gl denom)) =
0,01.

gl num
gl denom 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 4.052,2 4.999,5 5.403,4 5.624,6 5.763,6 5.859,0 5.928,4 5.981,1 6.022,5 6.055,8 1
2 98,503 99,000 99,166 99,249 99,299 99,333 99,356 99,374 99,388 99,399 2
3 34,116 30,817 29,457 28,710 28,237 27,911 27,672 27,489 27,345 27,229 3
4 21,198 18,000 16,694 15,977 15,522 15,207 14,976 14,799 14,659 14,546 4
5 16,258 13,274 12,060 11,392 10,967 10,672 10,455 10,289 10,158 10,051 5
6 13,745 10,926 9,7795 9,1483 8,7459 8,4661 8,2600 8,1017 7,9761 7,8741 6
7 12,246 9,5466 8,4513 7,8466 7,4604 7,1914 6,9928 6,8400 6,7188 6,6201 7
8 11,259 8,6491 7,5910 7,0061 6,6318 6,3707 6,1776 6,0289 5,9106 5,8143 8
9 10,561 8,0215 6,9919 6,4221 6,0569 5,8018 5,6129 5,4671 5,3511 5,2565 9

10 10,044 7,5594 6,5523 5,9943 5,6363 5,3858 5,2001 5,0567 4,9424 4,8491 10
11 9,6460 7,2057 6,2167 5,6683 5,3160 5,0692 4,8861 4,7445 4,6315 4,5393 11
12 9,3302 6,9266 5,9525 5,4120 5,0643 4,8206 4,6395 4,4994 4,3875 4,2961 12
13 9,0738 6,7010 5,7394 5,2053 4,8616 4,6204 4,4410 4,3021 4,1911 4,1003 13
14 8,8616 6,5149 5,5639 5,0354 4,6950 4,4558 4,2779 4,1399 4,0297 3,9394 14
15 8,6831 6,3589 5,4170 4,8932 4,5556 4,3183 4,1415 4,0045 3,8948 3,8049 15
16 8,5310 6,2262 5,2922 4,7726 4,4374 4,2016 4,0259 3,8896 3,7804 3,6909 16
17 8,3997 6,1121 5,1850 4,6690 4,3359 4,1015 3,9267 3,7910 3,6822 3,5931 17
18 8,2854 6,0129 5,0919 4,5790 4,2479 4,0146 3,8406 3,7054 3,5971 3,5082 18
19 8,1849 5,9259 5,0103 4,5003 4,1708 3,9386 3,7653 3,6305 3,5225 3,4338 19
20 8,0960 5,8489 4,9382 4,4307 4,1027 3,8714 3,6987 3,5644 3,4567 3,3682 20
21 8,0166 5,7804 4,8740 4,3688 4,0421 3,8117 3,6396 3,5056 3,3981 3,3098 21
22 7,9454 5,7190 4,8166 4,3134 3,9880 3,7583 3,5867 3,4530 3,3458 3,2576 22
23 7,8811 5,6637 4,7649 4,2636 3,9392 3,7102 3,5390 3,4057 3,2986 3,2106 23
24 7,8229 5,6136 4,7181 4,2184 3,8951 3,6667 3,4959 3,3629 3,2560 3,1681 24
25 7,7698 5,5680 4,6755 4,1774 3,8550 3,6272 3,4568 3,3239 3,2172 3,1294 25
26 7,7213 5,5263 4,6366 4,1400 3,8183 3,5911 3,4210 3,2884 3,1818 3,0941 26
27 7,6767 5,4881 4,6009 4,1056 3,7848 3,5580 3,3882 3,2558 3,1494 3,0618 27
28 7,6356 5,4529 4,5681 4,0740 3,7539 3,5276 3,3581 3,2259 3,1195 3,0320 28
29 7,5977 5,4204 4,5378 4,0449 3,7254 3,4995 3,3303 3,1982 3,0920 3,0045 29
30 7,5625 5,3903 4,5097 4,0179 3,6990 3,4735 3,3045 3,1726 3,0665 2,9791 30
35 7,4191 5,2679 4,3957 3,9082 3,5919 3,3679 3,2000 3,0687 2,9630 2,8758 35
40 7,3141 5,1785 4,3126 3,8283 3,5138 3,2910 3,1238 2,9930 2,8876 2,8005 40
45 7,2339 5,1103 4,2492 3,7674 3,4544 3,2325 3,0658 2,9353 2,8301 2,7432 45
50 7,1706 5,0566 4,1993 3,7195 3,4077 3,1864 3,0202 2,8900 2,7850 2,6981 50

100 6,8953 4,8239 3,9837 3,5127 3,2059 2,9877 2,8233 2,6943 2,5898 2,5033 100
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Cuadro A5: Distribuci�on F de Fisher-Snedecor - P (F > F0;01(gl num; gl denom)) =
0,01. (Continuaci�on)

gl num
gl denom 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 6.083,3 6.106,3 6.125,9 6.142,7 6.157,3 6.170,1 6.181,4 6.191,5 6.200,6 6.208,7 1
2 99,408 99,416 99,422 99,428 99,433 99,437 99,440 99,444 99,447 99,449 2
3 27,133 27,052 26,983 26,924 26,872 26,827 26,787 26,751 26,719 26,690 3
4 14,452 14,374 14,306 14,249 14,198 14,154 14,115 14,079 14,048 14,020 4
5 9,9626 9,8883 9,8248 9,7700 9,7222 9,6802 9,6429 9,6096 9,5797 9,5526 5
6 7,7896 7,7183 7,6575 7,6049 7,5590 7,5186 7,4827 7,4507 7,4219 7,3958 6
7 6,5382 6,4691 6,4100 6,3590 6,3143 6,2750 6,2401 6,2089 6,1808 6,1554 7
8 5,7343 5,6667 5,6089 5,5589 5,5151 5,4766 5,4423 5,4116 5,3840 5,3591 8
9 5,1779 5,1114 5,0545 5,0052 4,9621 4,9240 4,8902 4,8599 4,8327 4,8080 9

10 4,7715 4,7059 4,6496 4,6008 4,5581 4,5204 4,4869 4,4569 4,4299 4,4054 10
11 4,4624 4,3974 4,3416 4,2932 4,2509 4,2134 4,1801 4,1503 4,1234 4,0990 11
12 4,2198 4,1553 4,0999 4,0518 4,0096 3,9724 3,9392 3,9095 3,8827 3,8584 12
13 4,0245 3,9603 3,9052 3,8573 3,8154 3,7783 3,7452 3,7156 3,6888 3,6646 13
14 3,8640 3,8001 3,7452 3,6975 3,6557 3,6187 3,5857 3,5561 3,5294 3,5052 14
15 3,7299 3,6662 3,6115 3,5639 3,5222 3,4852 3,4523 3,4228 3,3961 3,3719 15
16 3,6162 3,5527 3,4981 3,4506 3,4089 3,3720 3,3391 3,3096 3,2829 3,2587 16
17 3,5185 3,4552 3,4007 3,3533 3,3117 3,2748 3,2419 3,2124 3,1857 3,1615 17
18 3,4338 3,3706 3,3162 3,2689 3,2273 3,1904 3,1575 3,1280 3,1013 3,0771 18
19 3,3596 3,2965 3,2422 3,1949 3,1533 3,1165 3,0836 3,0541 3,0274 3,0031 19
20 3,2941 3,2311 3,1769 3,1296 3,0880 3,0512 3,0183 2,9887 2,9620 2,9377 20
21 3,2359 3,1730 3,1187 3,0715 3,0300 2,9931 2,9602 2,9306 2,9039 2,8796 21
22 3,1837 3,1209 3,0667 3,0195 2,9779 2,9411 2,9082 2,8786 2,8518 2,8274 22
23 3,1368 3,0740 3,0199 2,9727 2,9311 2,8943 2,8613 2,8317 2,8049 2,7805 23
24 3,0944 3,0316 2,9775 2,9303 2,8887 2,8519 2,8189 2,7892 2,7624 2,7380 24
25 3,0558 2,9931 2,9389 2,8917 2,8502 2,8133 2,7803 2,7506 2,7238 2,6993 25
26 3,0205 2,9578 2,9038 2,8566 2,8150 2,7781 2,7451 2,7153 2,6885 2,6640 26
27 2,9882 2,9256 2,8715 2,8243 2,7827 2,7458 2,7127 2,6830 2,6561 2,6316 27
28 2,9585 2,8959 2,8418 2,7946 2,7530 2,7160 2,6830 2,6532 2,6263 2,6017 28
29 2,9311 2,8685 2,8144 2,7672 2,7256 2,6886 2,6555 2,6257 2,5987 2,5742 29
30 2,9057 2,8431 2,7890 2,7418 2,7002 2,6632 2,6301 2,6003 2,5732 2,5487 30
35 2,8026 2,7400 2,6859 2,6387 2,5970 2,5599 2,5266 2,4967 2,4695 2,4448 35
40 2,7274 2,6648 2,6107 2,5634 2,5216 2,4844 2,4511 2,4210 2,3937 2,3689 40
45 2,6701 2,6076 2,5534 2,5060 2,4642 2,4269 2,3935 2,3633 2,3359 2,3109 45
50 2,6250 2,5625 2,5083 2,4609 2,4190 2,3816 2,3481 2,3178 2,2903 2,2652 50

100 2,4302 2,3676 2,3132 2,2654 2,2230 2,1852 2,1511 2,1203 2,0923 2,0666 100
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Cuadro A6: Distribuci�on F de Fisher-Snedecor - P (F > F0;05(gl num; gl denom)) =
0,05.

gl num
gl denom 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 233,99 236,77 238,88 240,54 241,88 1
2 18,513 19,000 19,164 19,247 19,296 19,330 19,353 19,371 19,385 19,396 2
3 10,128 9,5521 9,2766 9,1172 9,0135 8,9406 8,8867 8,8452 8,8123 8,7855 3
4 7,7086 6,9443 6,5914 6,3882 6,2561 6,1631 6,0942 6,0410 5,9988 5,9644 4
5 6,6079 5,7861 5,4095 5,1922 5,0503 4,9503 4,8759 4,8183 4,7725 4,7351 5
6 5,9874 5,1433 4,7571 4,5337 4,3874 4,2839 4,2067 4,1468 4,0990 4,0600 6
7 5,5914 4,7374 4,3468 4,1203 3,9715 3,8660 3,7870 3,7257 3,6767 3,6365 7
8 5,3177 4,4590 4,0662 3,8379 3,6875 3,5806 3,5005 3,4381 3,3881 3,3472 8
9 5,1174 4,2565 3,8625 3,6331 3,4817 3,3738 3,2927 3,2296 3,1789 3,1373 9

10 4,9646 4,1028 3,7083 3,4780 3,3258 3,2172 3,1355 3,0717 3,0204 2,9782 10
11 4,8443 3,9823 3,5874 3,3567 3,2039 3,0946 3,0123 2,9480 2,8962 2,8536 11
12 4,7472 3,8853 3,4903 3,2592 3,1059 2,9961 2,9134 2,8486 2,7964 2,7534 12
13 4,6672 3,8056 3,4105 3,1791 3,0254 2,9153 2,8321 2,7669 2,7144 2,6710 13
14 4,6001 3,7389 3,3439 3,1122 2,9582 2,8477 2,7642 2,6987 2,6458 2,6022 14
15 4,5431 3,6823 3,2874 3,0556 2,9013 2,7905 2,7066 2,6408 2,5876 2,5437 15
16 4,4940 3,6337 3,2389 3,0069 2,8524 2,7413 2,6572 2,5911 2,5377 2,4935 16
17 4,4513 3,5915 3,1968 2,9647 2,8100 2,6987 2,6143 2,5480 2,4943 2,4499 17
18 4,4139 3,5546 3,1599 2,9277 2,7729 2,6613 2,5767 2,5102 2,4563 2,4117 18
19 4,3807 3,5219 3,1274 2,8951 2,7401 2,6283 2,5435 2,4768 2,4227 2,3779 19
20 4,3512 3,4928 3,0984 2,8661 2,7109 2,5990 2,5140 2,4471 2,3928 2,3479 20
21 4,3248 3,4668 3,0725 2,8401 2,6848 2,5727 2,4876 2,4205 2,3660 2,3210 21
22 4,3009 3,4434 3,0491 2,8167 2,6613 2,5491 2,4638 2,3965 2,3419 2,2967 22
23 4,2793 3,4221 3,0280 2,7955 2,6400 2,5277 2,4422 2,3748 2,3201 2,2747 23
24 4,2597 3,4028 3,0088 2,7763 2,6207 2,5082 2,4226 2,3551 2,3002 2,2547 24
25 4,2417 3,3852 2,9912 2,7587 2,6030 2,4904 2,4047 2,3371 2,2821 2,2365 25
26 4,2252 3,3690 2,9752 2,7426 2,5868 2,4741 2,3883 2,3205 2,2655 2,2197 26
27 4,2100 3,3541 2,9604 2,7278 2,5719 2,4591 2,3732 2,3053 2,2501 2,2043 27
28 4,1960 3,3404 2,9467 2,7141 2,5581 2,4453 2,3593 2,2913 2,2360 2,1900 28
29 4,1830 3,3277 2,9340 2,7014 2,5454 2,4324 2,3463 2,2783 2,2229 2,1768 29
30 4,1709 3,3158 2,9223 2,6896 2,5336 2,4205 2,3343 2,2662 2,2107 2,1646 30
35 4,1213 3,2674 2,8742 2,6415 2,4851 2,3718 2,2852 2,2167 2,1608 2,1143 35
40 4,0847 3,2317 2,8387 2,6060 2,4495 2,3359 2,2490 2,1802 2,1240 2,0772 40
45 4,0566 3,2043 2,8115 2,5787 2,4221 2,3083 2,2212 2,1521 2,0958 2,0487 45
50 4,0343 3,1826 2,7900 2,5572 2,4004 2,2864 2,1992 2,1299 2,0734 2,0261 50

100 3,9361 3,0873 2,6955 2,4626 2,3053 2,1906 2,1025 2,0323 1,9748 1,9267 100
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Cuadro A7: Distribuci�on F de Fisher-Snedecor - P (F > F0;05(gl num; gl denom)) =
0,05. (Continuaci�on)

gl num
gl denom 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 242,98 243,91 244,69 245,36 245,95 246,46 246,92 247,32 247,69 248,01 1
2 19,405 19,413 19,419 19,424 19,429 19,433 19,437 19,440 19,443 19,446 2
3 8,7633 8,7446 8,7287 8,7149 8,7029 8,6923 8,6829 8,6745 8,6670 8,6602 3
4 5,9358 5,9117 5,8911 5,8733 5,8578 5,8441 5,8320 5,8211 5,8114 5,8025 4
5 4,7040 4,6777 4,6552 4,6358 4,6188 4,6038 4,5904 4,5785 4,5678 4,5581 5
6 4,0274 3,9999 3,9764 3,9559 3,9381 3,9223 3,9083 3,8957 3,8844 3,8742 6
7 3,6030 3,5747 3,5503 3,5292 3,5107 3,4944 3,4799 3,4669 3,4551 3,4445 7
8 3,3130 3,2839 3,2590 3,2374 3,2184 3,2016 3,1867 3,1733 3,1613 3,1503 8
9 3,1025 3,0729 3,0475 3,0255 3,0061 2,9890 2,9737 2,9600 2,9477 2,9365 9

10 2,9430 2,9130 2,8872 2,8647 2,8450 2,8276 2,8120 2,7980 2,7854 2,7740 10
11 2,8179 2,7876 2,7614 2,7386 2,7186 2,7009 2,6851 2,6709 2,6581 2,6464 11
12 2,7173 2,6866 2,6602 2,6371 2,6169 2,5989 2,5828 2,5684 2,5554 2,5436 12
13 2,6347 2,6037 2,5769 2,5536 2,5331 2,5149 2,4987 2,4841 2,4709 2,4589 13
14 2,5655 2,5342 2,5073 2,4837 2,4630 2,4446 2,4282 2,4134 2,4000 2,3879 14
15 2,5068 2,4753 2,4481 2,4244 2,4034 2,3849 2,3683 2,3533 2,3398 2,3275 15
16 2,4564 2,4247 2,3973 2,3733 2,3522 2,3335 2,3167 2,3016 2,2880 2,2756 16
17 2,4126 2,3807 2,3531 2,3290 2,3077 2,2888 2,2719 2,2567 2,2429 2,2304 17
18 2,3742 2,3421 2,3143 2,2900 2,2686 2,2496 2,2325 2,2172 2,2033 2,1906 18
19 2,3402 2,3080 2,2800 2,2556 2,2341 2,2149 2,1977 2,1823 2,1683 2,1555 19
20 2,3100 2,2776 2,2495 2,2250 2,2033 2,1840 2,1667 2,1511 2,1370 2,1242 20
21 2,2829 2,2504 2,2222 2,1975 2,1757 2,1563 2,1389 2,1232 2,1090 2,0960 21
22 2,2585 2,2258 2,1975 2,1727 2,1508 2,1313 2,1138 2,0980 2,0837 2,0707 22
23 2,2364 2,2036 2,1752 2,1502 2,1282 2,1086 2,0910 2,0751 2,0608 2,0476 23
24 2,2163 2,1834 2,1548 2,1298 2,1077 2,0880 2,0703 2,0543 2,0399 2,0267 24
25 2,1979 2,1649 2,1362 2,1111 2,0889 2,0691 2,0513 2,0353 2,0207 2,0075 25
26 2,1811 2,1479 2,1192 2,0939 2,0716 2,0518 2,0339 2,0178 2,0032 1,9898 26
27 2,1655 2,1323 2,1035 2,0781 2,0558 2,0358 2,0179 2,0017 1,9870 1,9736 27
28 2,1512 2,1179 2,0889 2,0635 2,0411 2,0210 2,0030 1,9868 1,9720 1,9586 28
29 2,1379 2,1045 2,0755 2,0500 2,0275 2,0073 1,9893 1,9730 1,9581 1,9446 29
30 2,1256 2,0921 2,0630 2,0374 2,0148 1,9946 1,9765 1,9601 1,9452 1,9317 30
35 2,0750 2,0411 2,0117 1,9858 1,9629 1,9424 1,9240 1,9073 1,8922 1,8784 35
40 2,0376 2,0035 1,9738 1,9476 1,9245 1,9037 1,8851 1,8682 1,8529 1,8389 40
45 2,0088 1,9745 1,9446 1,9182 1,8949 1,8740 1,8551 1,8381 1,8226 1,8084 45
50 1,9861 1,9515 1,9214 1,8949 1,8714 1,8503 1,8313 1,8141 1,7985 1,7841 50

100 1,8857 1,8503 1,8193 1,7919 1,7675 1,7456 1,7259 1,7079 1,6915 1,6764 100
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Cuadro A8: Distribuci�on F de Fisher-Snedecor - P (F > F0;10(gl num; gl denom)) =
0,10.

gl num
gl denom 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 39,863 49,500 53,593 55,833 57,240 58,204 58,906 59,439 59,858 60,195 1
2 8,5263 9,0000 9,1618 9,2434 9,2926 9,3255 9,3491 9,3668 9,3805 9,3916 2
3 5,5383 5,4624 5,3908 5,3426 5,3092 5,2847 5,2662 5,2517 5,2400 5,2304 3
4 4,5448 4,3246 4,1909 4,1072 4,0506 4,0097 3,9790 3,9549 3,9357 3,9199 4
5 4,0604 3,7797 3,6195 3,5202 3,4530 3,4045 3,3679 3,3393 3,3163 3,2974 5
6 3,7759 3,4633 3,2888 3,1808 3,1075 3,0546 3,0145 2,9830 2,9577 2,9369 6
7 3,5894 3,2574 3,0741 2,9605 2,8833 2,8274 2,7849 2,7516 2,7247 2,7025 7
8 3,4579 3,1131 2,9238 2,8064 2,7264 2,6683 2,6241 2,5893 2,5612 2,5380 8
9 3,3603 3,0065 2,8129 2,6927 2,6106 2,5509 2,5053 2,4694 2,4403 2,4163 9

10 3,2850 2,9245 2,7277 2,6053 2,5216 2,4606 2,4140 2,3772 2,3473 2,3226 10
11 3,2252 2,8595 2,6602 2,5362 2,4512 2,3891 2,3416 2,3040 2,2735 2,2482 11
12 3,1765 2,8068 2,6055 2,4801 2,3940 2,3310 2,2828 2,2446 2,2135 2,1878 12
13 3,1362 2,7632 2,5603 2,4337 2,3467 2,2830 2,2341 2,1953 2,1638 2,1376 13
14 3,1022 2,7265 2,5222 2,3947 2,3069 2,2426 2,1931 2,1539 2,1220 2,0954 14
15 3,0732 2,6952 2,4898 2,3614 2,2730 2,2081 2,1582 2,1185 2,0862 2,0593 15
16 3,0481 2,6682 2,4618 2,3327 2,2438 2,1783 2,1280 2,0880 2,0553 2,0281 16
17 3,0262 2,6446 2,4374 2,3077 2,2183 2,1524 2,1017 2,0613 2,0284 2,0009 17
18 3,0070 2,6239 2,4160 2,2858 2,1958 2,1296 2,0785 2,0379 2,0047 1,9770 18
19 2,9899 2,6056 2,3970 2,2663 2,1760 2,1094 2,0580 2,0171 1,9836 1,9557 19
20 2,9747 2,5893 2,3801 2,2489 2,1582 2,0913 2,0397 1,9985 1,9649 1,9367 20
21 2,9610 2,5746 2,3649 2,2333 2,1423 2,0751 2,0233 1,9819 1,9480 1,9197 21
22 2,9486 2,5613 2,3512 2,2193 2,1279 2,0605 2,0084 1,9668 1,9327 1,9043 22
23 2,9374 2,5493 2,3387 2,2065 2,1149 2,0472 1,9949 1,9531 1,9189 1,8903 23
24 2,9271 2,5383 2,3274 2,1949 2,1030 2,0351 1,9826 1,9407 1,9063 1,8775 24
25 2,9177 2,5283 2,3170 2,1842 2,0922 2,0241 1,9714 1,9292 1,8947 1,8658 25
26 2,9091 2,5191 2,3075 2,1745 2,0822 2,0139 1,9610 1,9188 1,8841 1,8550 26
27 2,9012 2,5106 2,2987 2,1655 2,0730 2,0045 1,9515 1,9091 1,8743 1,8451 27
28 2,8938 2,5028 2,2906 2,1571 2,0645 1,9959 1,9427 1,9001 1,8652 1,8359 28
29 2,8870 2,4955 2,2831 2,1494 2,0566 1,9878 1,9345 1,8918 1,8568 1,8274 29
30 2,8807 2,4887 2,2761 2,1422 2,0492 1,9803 1,9269 1,8841 1,8490 1,8195 30
35 2,8547 2,4609 2,2474 2,1128 2,0191 1,9496 1,8957 1,8524 1,8168 1,7869 35
40 2,8354 2,4404 2,2261 2,0909 1,9968 1,9269 1,8725 1,8289 1,7929 1,7627 40
45 2,8205 2,4245 2,2097 2,0742 1,9796 1,9094 1,8547 1,8107 1,7745 1,7440 45
50 2,8087 2,4120 2,1967 2,0608 1,9660 1,8954 1,8405 1,7963 1,7598 1,7291 50

100 2,7564 2,3564 2,1394 2,0019 1,9057 1,8339 1,7778 1,7324 1,6949 1,6632 100
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Cuadro A9: Distribuci�on F de Fisher-Snedecor - P (F > F0;10(gl num; gl denom)) =
0,10. (Continuaci�on)

gl num
gl denom 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 60,4727 60,7052 60,9028 61,0727 61,2203 61,3499 61,4644 61,5664 61,6579 61,7403 1
2 9,4006 9,4081 9,4145 9,4200 9,4247 9,4289 9,4325 9,4358 9,4387 9,4413 2
3 5,2224 5,2156 5,2098 5,2047 5,2003 5,1964 5,1929 5,1898 5,1870 5,1845 3
4 3,9067 3,8955 3,8859 3,8776 3,8704 3,8639 3,8582 3,8531 3,8485 3,8443 4
5 3,2816 3,2682 3,2567 3,2468 3,2380 3,2303 3,2234 3,2172 3,2117 3,2067 5
6 2,9195 2,9047 2,8920 2,8809 2,8712 2,8626 2,8550 2,8481 2,8419 2,8363 6
7 2,6839 2,6681 2,6545 2,6426 2,6322 2,6230 2,6148 2,6074 2,6008 2,5947 7
8 2,5186 2,5020 2,4876 2,4752 2,4642 2,4545 2,4458 2,4380 2,4310 2,4246 8
9 2,3961 2,3789 2,3640 2,3510 2,3396 2,3295 2,3205 2,3123 2,3050 2,2983 9

10 2,3018 2,2841 2,2687 2,2553 2,2435 2,2330 2,2237 2,2153 2,2077 2,2007 10
11 2,2269 2,2087 2,1930 2,1792 2,1671 2,1563 2,1467 2,1380 2,1302 2,1230 11
12 2,1660 2,1474 2,1313 2,1173 2,1049 2,0938 2,0839 2,0750 2,0670 2,0597 12
13 2,1155 2,0966 2,0802 2,0658 2,0532 2,0419 2,0318 2,0227 2,0145 2,0070 13
14 2,0729 2,0537 2,0370 2,0224 2,0095 1,9981 1,9878 1,9785 1,9701 1,9625 14
15 2,0366 2,0171 2,0001 1,9853 1,9722 1,9605 1,9501 1,9407 1,9321 1,9243 15
16 2,0051 1,9854 1,9682 1,9532 1,9399 1,9281 1,9175 1,9079 1,8992 1,8913 16
17 1,9777 1,9577 1,9404 1,9252 1,9117 1,8997 1,8889 1,8792 1,8704 1,8624 17
18 1,9535 1,9333 1,9158 1,9004 1,8868 1,8747 1,8638 1,8539 1,8450 1,8368 18
19 1,9321 1,9117 1,8940 1,8785 1,8647 1,8524 1,8414 1,8314 1,8224 1,8142 19
20 1,9129 1,8924 1,8745 1,8588 1,8449 1,8325 1,8214 1,8113 1,8022 1,7938 20
21 1,8956 1,8750 1,8570 1,8412 1,8271 1,8146 1,8034 1,7932 1,7840 1,7756 21
22 1,8801 1,8593 1,8411 1,8252 1,8111 1,7984 1,7871 1,7768 1,7675 1,7590 22
23 1,8659 1,8450 1,8267 1,8107 1,7964 1,7837 1,7723 1,7619 1,7525 1,7439 23
24 1,8530 1,8319 1,8136 1,7974 1,7831 1,7703 1,7587 1,7483 1,7388 1,7302 24
25 1,8412 1,8200 1,8015 1,7853 1,7708 1,7579 1,7463 1,7358 1,7263 1,7175 25
26 1,8303 1,8090 1,7904 1,7741 1,7596 1,7466 1,7349 1,7243 1,7147 1,7059 26
27 1,8203 1,7989 1,7802 1,7638 1,7492 1,7361 1,7243 1,7137 1,7040 1,6951 27
28 1,8110 1,7895 1,7708 1,7542 1,7395 1,7264 1,7146 1,7039 1,6941 1,6852 28
29 1,8024 1,7808 1,7620 1,7454 1,7306 1,7174 1,7055 1,6947 1,6849 1,6759 29
30 1,7944 1,7727 1,7538 1,7371 1,7223 1,7090 1,6970 1,6862 1,6763 1,6673 30
35 1,7614 1,7394 1,7201 1,7031 1,6880 1,6744 1,6622 1,6511 1,6410 1,6317 35
40 1,7369 1,7146 1,6950 1,6778 1,6624 1,6486 1,6362 1,6249 1,6146 1,6052 40
45 1,7180 1,6954 1,6757 1,6582 1,6426 1,6287 1,6161 1,6046 1,5941 1,5846 45
50 1,7029 1,6802 1,6602 1,6426 1,6269 1,6128 1,6000 1,5884 1,5778 1,5681 50

100 1,6360 1,6124 1,5916 1,5731 1,5566 1,5418 1,5283 1,5160 1,5047 1,4943 100
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Respuestas de los ejercicios
propuestos

Cap��tulo 2

1. a) 0,75

b) 0,65

c) 0,40

d) 0,4875

e) 0,90

f) 0,2352941

2. Como P(A j B) = 1=2 = P(A), entonces A y B son dos eventos independientes.

3. a) 0,3413447

> # C�odigo en R:
> pnorm(104, mean=100, sd=4) - pnorm(100, mean=100, sd=4)
[1] 0.3413447
> # o de forma equivalente:
> pnorm(1, mean=0, sd=1) - pnorm(0, mean=0, sd=1)
[1] 0.3413447

b) 0,5328072

> # C�odigo en R:
> pnorm(102, mean=100, sd=4) - pnorm(96, mean=100, sd=4)
[1] 0.5328072
> # o de forma equivalente:
> pnorm(0.5, mean=0, sd=1) - pnorm(-1, mean=0, sd=1)
[1] 0.5328072

c) 0,1586553

> # C�odigo en R:
> 1 - pnorm(104, mean=100, sd=4)
[1] 0.1586553
> # o de forma equivalente:
> 1 - pnorm(1, mean=0, sd=1)
[1] 0.1586553
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d) 6,579415

> # C�odigo en R:
> qnorm(0.95, mean=100, sd=4) - 100
[1] 6.579415
> # o de forma equivalente:
> qnorm(0.95, mean=0, sd=1) * 4
[1] 6.579415

e) 0,3852826

> # C�odigo en R:
> pnorm(96, mean=100, sd=4) + (1 - pnorm(103, mean=100, sd=4))
[1] 0.3852826
> # o de forma equivalente:
> pnorm(-1, mean=0, sd=1) + (1 - pnorm(0.75, mean=0, sd=1))
[1] 0.3852826

f) 0,04550026

> # C�odigo en R:
> (1 - pnorm(108, mean=100, sd=4)) + pnorm(92, mean=100, sd=4)
[1] 0.04550026
> # o de forma equivalente:
> (1 - pnorm(2, mean=0, sd=1)) + pnorm(-2, mean=0, sd=1)
[1] 0.04550026

g) 0,5

> # C�odigo en R:
> pnorm(100, mean=100, sd=4)
[1] 0.5
> # o de forma equivalente:
> pnorm(0, mean=0, sd=1)
[1] 0.5

4. a) c = 0,15

b)

265



> # C�odigo en R:
> require(RcmdrMisc) # cargar paquete
> x <- 0:5
> plotDistr(x, p=c(0.30,0.40,0.15,0.10,0.04,0.01), xlab="x", ylab="P(X

=x)", discrete=TRUE)

c)

F (x) =

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

0, si x < 0
0,30, si 0 � x < 1
0,70, si 1 � x < 2
0,85, si 2 � x < 3
0,95, si 3 � x < 4
0,99, si 4 � x < 5
1, si x � 5

> # C�odigo en R:
> require(RcmdrMisc) # cargar paquete
> x <- 0:5
> plotDistr(x, p=c(0.30,0.70,0.85,0.95,0.99,1.00), xlab="x", ylab="F(x

)", ylim=c(0,1), discrete=TRUE, cdf=TRUE)

d) P (X � 2) = 0,85; P (1 � X < 4) = 0,65 y P (1 � X � 3 j X > 0) = 13=14

e) E(X) = 1,21 y V ar(X) = 1,3259

> # C�odigo en R:
> x <- 0:5
> p <- c(0.30,0.40,0.15,0.10,0.04,0.01)
> sum(x*p) # E(X)
[1] 1.21
> sum(x^2*p) - sum(x*p)^2 # Var(X)
[1] 1.3259

f) E(2 + X) = 3,21 y V ar(5X) = 33,1475.

5. Basta mostrar, por ejemplo, que P(X > x + k j X > x) = P (X > k) = e ��k .

6. a) 0,03097408
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> # C�odigo en R:
> pnorm(270, mean=550, sd=150)
[1] 0.03097408
> # o de forma equivalente:
> pnorm((270-550)/150, mean=0, sd=1)
[1] 0.03097408

b) 242 d��as

> # C�odigo en R:
> qnorm(0.02, mean=550, sd=150)
[1] 241.9377
> # o de forma equivalente:
> qnorm(0.02, mean=0, sd=1) * 150 + 550
[1] 241.9377

c) Cerca de 31 bacterias

7. a) 0,8646647

> # C�odigo en R:
> 1 - dpois(0, lambda=2)
[1] 0.8646647

b) 0,9992103

> # C�odigo en R:
> 1 - pbinom(4, size=10, prob=0.8646647)
[1] 0.9992103

c) Binomial

Cap��tulo 3

1. a) Cualitativa nominal

b) Cualitativa ordinal

c) Cuantitativa discreta

d) Cualitativa nominal

e) Cuantitativa continua

f) Cuantitativa discreta

g) Cualitativa ordinal

h) Cuantitativa continua

2.

> # C�odigo en R:
> partes<-c(32,63,5)
> nombres<-c("Favorables","Contrarios","Indiferentes")
> pct<-round(partes/sum(partes)*100,1)
> nombres<-paste(nombres,pct); nombres<-paste(nombres," %",sep="")
> pie(partes, col=c("blue","red","yellow"), labels=nombres, main="Opini�on")
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3. a) X = 862,375; Me = 849,5; A = 789; s = 200,3091.

> # C�odigo en R:
> x<-c(961,773,604,987,660,961,733,926,627,802,814,1093,682,885,

897,1393)
> mean(x) # funci�on predefinida de R
[1] 862.375
> mediana(x)
[1] 849.5
> amplitud(x)
[1] 789
> sd(x) # funci�on predefinida de R
[1] 200.3091

b)

> boxplot(x, main="", ylab="Peso (g)")
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4. Se observa, por ejemplo, que la mayor��a de las mujeres entrevistadas no apoya a ning�un
equipo, mientras que la mayor��a de los hombres entrevistados es hincha del Corinthians.
Adem�as de eso, se nota que la mayor��a de los hinchas del Corinthians y S~ao Paulo es del
sexo femenino.

> # C�odigo en R:
> hinchada<-matrix(c(130,160,93,54,54,76,54,29,19,16,16,2,105,215)/1023,

nrow=2, ncol=7)
> barplot(hinchada, col=c("blue","green"), ylim=c(0,0.3), names=c("

Corinthians","Palmeiras","S~ao Paulo","Santos","Flamengo","Otros","
Ninguno"), ylab="Frecuencia relativa", legend=c("Masculino","Femenino"),
beside=TRUE, cex.names=1.1)

5. Existe mayor variabilidad en la distribuci�on de los pesos de esos individuos (CVpeso =
18,36328 % y CValtura = 6,991695 %).

> # C�odigo en R:
> peso<-c(59,80,56,67,70,47,84,86,69,64)
> cvmue(peso)
[1] 18.36328
> altura<-c(170,177,196,175,195,173,174,158,171,162)
> cvmue(altura)
[1] 6.991695

6. a) Escuela A: X = 19,2; Me = 16,5; Mo = 14; A = 27; Q 1 = 14; Q3 = 23,25;
s2 = 72,62222; s = 8,521867; CV = 44; 38473 %.
Escuela B: X = 17,2; Me = 14; Mo = 10; A = 33; Q 1 = 11,25; Q3 = 17,75;
s2 = 99,06667; s = 9,953224; CV = 57; 86758 %.
Escuela C: X = 18,7; Me = 15,5; Mo =\Amodal"; A = 31; Q 1 = 10,50; Q3 = 25,25;
s2 = 117,3444; s = 10,83256; CV = 57; 92815 %.

> # C�odigo en R:
> A<-c(16,10,12,17,14,18,25,37,29,14)
> B<-c(13,12,17,43,18,10,23,15,10,11)
> C<-c(12,17,15,16,10,28,39,33,8,9)
> summary(A) # funci�on predefinida de R

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
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10.00 14.00 16.50 19.20 23.25 37.00
> moda(A); amplitud(A); var(A); sd(A); cvmue(A)
$moda
[1] 14

[1] 27
[1] 72.62222
[1] 8.521867
[1] 44.38473
> summary(B) # funci�on predefinida de R

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
10.00 11.25 14.00 17.20 17.75 43.00

> moda(B); amplitud(B); var(B); sd(B); cvmue(B)
$moda
[1] 10

[1] 33
[1] 99.06667
[1] 9.953224
[1] 57.86758
> summary(C) # funci�on predefinida de R

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
8.00 10.50 15.50 18.70 25.25 39.00

> moda(C); amplitud(C); var(C); sd(C); cvmue(C)
[[1]]
[1] "Amodal"

[1] 31
[1] 117.3444
[1] 10.83256
[1] 57.92815

b) Se observa, por ejemplo, que las distribuciones son todas asim�etricas a la derecha (las
medianas est�an m�as pr�oximas de Q1 que de Q3). La escuela C presenta variabilidad
(tama~no de la caja) mayor que las dem�as. Existe un outlier superior (o positivo) en
la muestra de la escuela B.

> escuela<-c(rep("A",10),rep("B",10),rep("C",10))
> numero<-c(A,B,C)
>
> boxplot(numero ~ escuela, col=c("blue","green","red"), main="", xlab

="Escuela", ylab="N�umero de alumnos desertores", names=c("A","B","
C"))

c) El n�umero medio (y mediano) de alumnos desertores es ligeramente mayor para la
escuela A.

7. a)

> # C�odigo en R:
> barplot(c(18,42,78,115,178,107,88,52,30,12), xlab="Edad (a~nos)",

ylab="Frecuencia", names.arg=c("15 |- 20","20 |- 25","25 |- 30","
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30 |- 35","35 |- 40","40 |- 45","45 |- 50","50 |- 55","55 |- 60","
60 |- 65"), beside=T, space=0, ylim=c(0,200))

b) � = 38,54167; Me = 38,00562; Mo b = 37,5; Mo = 37,35075; Q1 = 31,82609; Q3 =
45,11364; D2 = 30,26087; D6 = 40,04673; P35 = 34,95652; P83 = 48,38636; � 2 =
96,13715; � = 9,804956.

> m<-seq(17.5,62.5,5)
> f<-c(18,42,78,115,178,107,88,52,30,12)
> mediafreq(m,f)
[1] 38.54167
> medianafreq(m,f)
[1] 38.00562
> modafreq(m,f)
[1] 37.5
> modaCzuber(m,f)
[1] 37.35075
> varfreqpop(m,f)
[1] 96.13715
> sqrt(varfreqpop(m,f))
[1] 9.804956
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> quartilfreq(m,f)
[1] 31.82609 38.00562 45.11364 65.00000
> decilfreq(m,f)
[1] 25.76923 30.26087 33.39130 35.98315 38.00562 40.04673
[7] 43.41121 47.15909 52.11538 65.00000

> percentilfreq(m,f,35)
[1] 34.95652
> percentilfreq(m,f,83)
[1] 48.38636

Cap��tulo 4

1. a) k =
� 5

3

�
= 10 posibles muestras

> # C�odigo en R:
> choose(5,3)
[1] 10

b) Resultados de las k = 10 posibles muestras de tama~no n = 3 (sin reposici�on):

Muestra Datos X i

1 10 12 14 12
2 10 12 16 38=3
3 10 12 18 40=3
4 10 14 16 40=3
5 10 14 18 14
6 10 16 18 44=3
7 12 14 16 14
8 12 14 18 44=3
9 12 16 18 46=3
10 14 16 18 16

c) � = X = 14

d) � 2 = 8 y � 2
X

= 4=3 (= 8=3 � (5 � 3)=(5 � 1) = � 2=n � (N � n)=(N � 1))

2. Resultados de las k = 53 = 125 posibles muestras de tama~no n = 3 (con reposici�on):
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Muestra Datos X i Muestra Datos X i Muestra Datos X i
1 10 10 10 10 46 12 18 10 40=3 91 16 16 10 14
2 10 10 12 32=3 47 12 18 12 14 92 16 16 12 44=3
3 10 10 14 34=3 48 12 18 14 44=3 93 16 16 14 46=3
4 10 10 16 12 49 12 18 16 46=3 94 16 16 16 16
5 10 10 18 38=3 50 12 18 18 16 95 16 16 18 50=3
6 10 12 10 32=3 51 14 10 10 34=3 96 16 18 10 44=3
7 10 12 12 34=3 52 14 10 12 12 97 16 18 12 46=3
8 10 12 14 12 53 14 10 14 38=3 98 16 18 14 16
9 10 12 16 38=3 54 14 10 16 40=3 99 16 18 16 50=3

10 10 12 18 40=3 55 14 10 18 14 100 16 18 18 52=3
11 10 14 10 34=3 56 14 12 10 12 101 18 10 10 38=3
12 10 14 12 12 57 14 12 12 38=3 102 18 10 12 40=3
13 10 14 14 38=3 58 14 12 14 40=3 103 18 10 14 14
14 10 14 16 40=3 59 14 12 16 14 104 18 10 16 44=3
15 10 14 18 14 60 14 12 18 44=3 105 18 10 18 46=3
16 10 16 10 12 61 14 14 10 38=3 106 18 12 10 40=3
17 10 16 12 38=3 62 14 14 12 40=3 107 18 12 12 14
18 10 16 14 40=3 63 14 14 14 14 108 18 12 14 44=3
19 10 16 16 14 64 14 14 16 44=3 109 18 12 16 46=3
20 10 16 18 44=3 65 14 14 18 46=3 110 18 12 18 16
21 10 18 10 38=3 66 14 16 10 40=3 111 18 14 10 14
22 10 18 12 40=3 67 14 16 12 14 112 18 14 12 44=3
23 10 18 14 14 68 14 16 14 44=3 113 18 14 14 46=3
24 10 18 16 44=3 69 14 16 16 46=3 114 18 14 16 16
25 10 18 18 46=3 70 14 16 18 16 115 18 14 18 50=3
26 12 10 10 32=3 71 14 18 10 14 116 18 16 10 44=3
27 12 10 12 34=3 72 14 18 12 44=3 117 18 16 12 46=3
28 12 10 14 12 73 14 18 14 46=3 118 18 16 14 16
29 12 10 16 38=3 74 14 18 16 16 119 18 16 16 50=3
30 12 10 18 40=3 75 14 18 18 50=3 120 18 16 18 52=3
31 12 12 10 34=3 76 16 10 10 12 121 18 18 10 46=3
32 12 12 12 12 77 16 10 12 38=3 122 18 18 12 16
33 12 12 14 38=3 78 16 10 14 40=3 123 18 18 14 50=3
34 12 12 16 40=3 79 16 10 16 14 124 18 18 16 52=3
35 12 12 18 14 80 16 10 18 44=3 125 18 18 18 18
36 12 14 10 12 81 16 12 10 38=3
37 12 14 12 38=3 82 16 12 12 40=3
38 12 14 14 40=3 83 16 12 14 14
39 12 14 16 14 84 16 12 16 44=3
40 12 14 18 44=3 85 16 12 18 46=3
41 12 16 10 38=3 86 16 14 10 40=3
42 12 16 12 40=3 87 16 14 12 14
43 12 16 14 14 88 16 14 14 44=3
44 12 16 16 44=3 89 16 14 16 46=3
45 12 16 18 46=3 90 16 14 18 16

Se tiene que:X = 14 = � y � 2
X

= 8=3 = � 2=n.

3. 0,05112421

> # C�odigo en R:
> pnorm(9, mean=9.95, sd=3.90/sqrt(45))
[1] 0.05112421
> # o de forma equivalente:
> pnorm((9-9.95)/(3.90/sqrt(45)), mean=0, sd=1)
[1] 0.05112421

4. a) 0,02198004

> # C�odigo en R:
> x <- c(27.56,27.04,28.64,26.14,27.25,27.85,28,27.75,29.3)
> x.barra <- mean(x)
> s <- sd(x)
> n <- length(x)
> pt((27-x.barra)/(s/sqrt(n)), df=n-1)
[1] 0.02198004

b) 0,01710283

> # C�odigo en R:
> 1 - pt((28.5-x.barra)/(s/sqrt(n)), df=n-1)
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[1] 0.01710283

5. a) 0,2304974

> # C�odigo en R:
> 1 - pnorm(0.10, mean=0.08, sd=sqrt(0.08*0.92/100))
[1] 0.2304974
> # o de forma equivalente:
> 1 - pnorm((0.10-0.08)/sqrt(0.08*0.92/100), mean=0, sd=1)
[1] 0.2304974

b) 0,2875778

> # C�odigo en R:
> pnorm(0.09, mean=0.08, sd=sqrt(0.08*0.92/100)) - pnorm(0.07, mean

=0.08, sd=sqrt(0.08*0.92/100))
[1] 0.2875778
> # o de forma equivalente:
> pnorm((0.09-0.08)/sqrt(0.08*0.92/100), mean=0, sd=1) - pnorm

((0.07-0.08)/sqrt(0.08*0.92/100), mean=0, sd=1)
[1] 0.2875778

c) 0,07018433

> # C�odigo en R:
> pnorm(0.04, mean=0.08, sd=sqrt(0.08*0.92/100))
[1] 0.07018433
> # o de forma equivalente:
> pnorm((0.04-0.08)/sqrt(0.08*0.92/100), mean=0, sd=1)
[1] 0.07018433

6. 0,8904014

> # C�odigo en R:
> pnorm(160, mean=150, sd=6.25) - pnorm(140, mean=150, sd=6.25)
[1] 0.8904014
> # o de forma equivalente:
> pnorm(1.6, mean=0, sd=1) - pnorm(-1.6, mean=0, sd=1)
[1] 0.8904014

7. 2,266956e-06

> # C�odigo en R:
> n.A <- 16
> n.B <- 16
> s2.A <- 49
> s2.B <- 25
> s2.barra <- ((n.A-1)*s2.A+(n.B-1)*s2.B)/(n.A+n.B-2)
> 1 - pt(12/sqrt(s2.barra*(1/n.A+1/n.B)), df=n.A+n.B-2)
[1] 2.266956e-06
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Cap��tulo 5

1. a) IC[�; 97,5 %] = (2,08793; 2,31207) y IC[�; 99 %] = (2,071209; 2,328791)

> # C�odigo en R:
> n <- 16
> x.barra <- 2.2
> sigma <- 0.2
> alpha <- 0.025
> LI <- x.barra - qnorm(alpha/2, lower.tail=FALSE)*sigma/sqrt(n)
> LS <- x.barra + qnorm(alpha/2, lower.tail=FALSE)*sigma/sqrt(n)
> LI; LS
[1] 2.08793
[1] 2.31207
>
> alpha <- 0.01
> LI <- x.barra - qnorm(alpha/2, lower.tail=FALSE)*sigma/sqrt(n)
> LS <- x.barra + qnorm(alpha/2, lower.tail=FALSE)*sigma/sqrt(n)
> LI; LS
[1] 2.071209
[1] 2.328791

b) IC[�; 97,5 %] = (2,013259; 2,386741) y IC[�; 99 %] = (1,978997; 2,421003)

> # C�odigo en R:
> n <- 16
> x.barra <- 2.2
> s <- 0.3
> alpha <- 0.025
> LI <- x.barra - qt(alpha/2, df=n-1, lower.tail=FALSE)*s/sqrt(n)
> LS <- x.barra + qt(alpha/2, df=n-1, lower.tail=FALSE)*s/sqrt(n)
> LI; LS
[1] 2.013259
[1] 2.386741
>
> alpha <- 0.01
> LI <- x.barra - qt(alpha/2, df=n-1, lower.tail=FALSE)*s/sqrt(n)
> LS <- x.barra + qt(alpha/2, df=n-1, lower.tail=FALSE)*s/sqrt(n)
> LI; LS
[1] 1.978997
[1] 2.421003

c) Los intervalos de con�anza obtenidos en el ��tem (b) tienen mayor amplitud (o tama~no)
que los intervalos de con�anza encontrados en el ��tem (a).

2. IC[p; 90 %] = (0,2603026; 0,3066574)

> # C�odigo en R:
> ICprop(290,1023,0.10)
[1] 0.2603026 0.3066574

3. a) p-valor = 0,656; luego, no se detecta evidencia contra la normalidad de la variable
peso.
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> # C�odigo en R:
> x <- c(107,95,85,108,89,107,93,105,87,97,98,115,90,102,103,103,108,

84,97,80,103,109,108,112,93,95,84,100,124,85)
> shapiro.test(x)

Shapiro-Wilk normality test

data: x
W = 0.97409, p-value = 0.656

b) b.1) IC[�; 95 %] = (8,438061; 14,243238)

> ICsigma(x,0.05)
[1] 8.438061 14.243238

b.2) IC[� 2; 95 %] = (8,4380612; 14,2432382) = (71,20087; 202,86983)

> ICsigma(x,0.05)^2
[1] 71.20087 202.86983

4. a) H 0 : � = 0,03, H a : � > 0,03; no rechazamos H0 al nivel de signi�cancia de 1 %.

> # C�odigo en R:
> x <- c(0.018,0.012,0.020,0.021,0.029,0.019,0.030,0.024)
> testHipmedia(x,0.03,0.01,"mayor",0.005)
[1] "No rechazar H0"

b) H 0 : � = 0,03, H a : � > 0,03; no rechazamos H0 al nivel de signi�cancia del 1 %.

> testHipmedia(x,0.03,0.01,"mayor")
[1] "No rechazar H0"

5. Rechazamos H0 : p = 0,15 al nivel de signi�cancia del 10 %.

> # C�odigo en R:
> testHiprop(130,1023,0.15,0.10,"diferente")
[1] "Rechazar H0"

6. a) H 0 : � = 0,01, H a : � > 0,01

b) Error Tipo I: rechazar H 0 cuando H0 es verdadera, o sea, concluir que el producto
est�a fuera de la normativa, cuando en realidad est�a dentro de ella. Error Tipo II: no
rechazar H0 cuando H0 es falsa, esto es, concluir que el producto est�a dentro de la
normativa, cuando en realidad est�a fuera de ella.

c) No rechazamos H0 al nivel de signi�cancia del 2,5 %.

> # C�odigo en R:
> testHipvar(x,0.01^2,0.025,"mayor")
[1] "No rechazar H0"

7. a) p-valor = 0,04550026; luego, rechazamos H0 : � = 30 al nivel de signi�cancia de 5 %.

> # C�odigo en R:
> pnorm(33, mean=30, sd=sqrt(225/100), lower.tail=FALSE)*2
[1] 0.04550026
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> # o de forma equivalente:
> pnorm((33-30)/sqrt(225/100), mean=0, sd=1, lower.tail=FALSE)*2
[1] 0.04550026

b) p-valor = 0,427077; luego, no rechazamos H0 : � = 50 al nivel de signi�cancia de 5 %.

> # C�odigo en R:
> pt((60-50)/sqrt(144/20), df=19, lower.tail=FALSE)
[1] 0.427077

c) p-valor = 0,01943355; luego, rechazamos H0 : p = 0,25 al nivel de signi�cancia de 5 %.

> # C�odigo en R:
> pnorm(0.21, mean=0.25, sd=sqrt(0.25*0.75/500))
[1] 0.01943355
> # o de forma equivalente:
> pnorm((0.21-0.25)/sqrt(0.25*0.75/500), mean=0, sd=1)
[1] 0.01943355

d) p-valor = 0,5886633; luego, no rechazamos H0 : � 2 = 100 al nivel de signi�cancia de
5 %.

> # C�odigo en R:
> pchisq(44*87.5/100, df=44)*2
[1] 0.5886633

Cap��tulo 6

1. No se detecta diferencia signi�cativa entre las varianzas al 2 %; para el procedimiento pos-
terior pueden tratarse como iguales, pero no se demuestra igualdad exacta.

> # C�odigo en R:
> x <- c(6.00,5.98,6.00,6.00,6.02,6.00,6.02,6.01,5.99,6.01)
> y <- c(5.96,5.98,5.97,5.99,6.00,6.00,5.95,6.00,5.98,6.01)
> testHipdifvar(x,y,0.02,"diferente")
[1] "No rechazar H0"
> # o alternativamente:
> var.test(x, y, alternative="two.sided", conf.level=0.98)

F test to compare two variances

data: x and y
F = 0.40988, num df = 9, denom df = 9, p-value = 0.2001
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
98 percent confidence interval:
0.07659762 2.19334061

sample estimates:
ratio of variances

0.4098837

2. a) p-valor = 0,01855227; luego, rechazamos H0 al nivel de signi�cancia de 2 %.
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> # C�odigo en R:
> testmediasnp(x,y,0.02,"diferente")
[[1]]
[1] "Rechazar H0"

$statistic
t

2.588237

$parameter
df
18

$p.value
[1] 0.01855227

$conf.int
[1] 0.0002632231 0.0377367769
attr(,"conf.level")
[1] 0.98

$estimate
mean of x mean of y

6.003 5.984

$null.value
difference in means

0

$stderr
[1] 0.007340905

$alternative
[1] "two.sided"

$method
[1] " Two Sample t-test"

$data.name
[1] "x and y

b) p-valor = 0,9907239; luego, no rechazamos H0 al nivel de signi�cancia de 2 %.

> testmediasnp(x,y,0.02,"menor")
[[1]]
[1] "No rechazar H0"

$statistic
t

2.588237
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$parameter
df
18

$p.value
[1] 0.9907239

$conf.int
[1] -Inf 0.03525059
attr(,"conf.level")
[1] 0.98

$estimate
mean of x mean of y

6.003 5.984

$null.value
difference in means

0

$stderr
[1] 0.007340905

$alternative
[1] "less"

$method
[1] " Two Sample t-test"

$data.name
[1] "x and y"

c) p-valor = 0,009276136; luego, rechazamos H0 al nivel de signi�cancia de 2 %.

> testmediasnp(x,y,0.02,"mayor")
[[1]]
[1] "Rechazar H0"

$statistic
t

2.588237

$parameter
df
18

$p.value
[1] 0.009276136

$conf.int
[1] 0.002749414 Inf
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attr(,"conf.level")
[1] 0.98

$estimate
mean of x mean of y

6.003 5.984

$null.value
difference in means

0

$stderr
[1] 0.007340905

$alternative
[1] "greater"

$method
[1] " Two Sample t-test"

$data.name
[1] "x and y"

3. Considerando varianzas iguales, se tiene: jT j = 3,088203 > t0,05 (18) = 1,734064. Suponiendo
varianzas diferentes, se tiene: jT j = 3,2897 > t0,05 (15,26343) = 1,751066. Luego, al 10 % de
signi�cancia, se rechaza H0 : � 1 = � 2 en ambas pruebas.

> # C�odigo en R:
> n1<-9; n2<-11; s1<-9; s2<-36; x1<-7.3; x2<-14.1; delta<-0
> alpha<-0.10
> # Considerando varianzas iguales:
> S<-sqrt(((n1-1)*s1+(n2-1)*s2)/(n1+n2-2))
> T<-(x2-x1-delta)/(S*sqrt((1/n1)+(1/n2)))
> gl<-n1+n2-2
> tcritico<-qt(alpha/2, gl, lower.tail=FALSE)
> abs(T); tcritico
[1] 3.088203
[1] 1.734064
> # Considerando varianzas diferentes:
> T<-(x2-x1-delta)/sqrt(s1/n1+s2/n2)
> w1<-s1/n1
> w2<-s2/n2
> gl<-((w1+w2)^2)/(((w1^2)/(n1-1))+((w2^2)/(n2-1)))
> tcritico<-qt(alpha/2, gl, lower.tail=FALSE)
> abs(T); tcritico
[1] 3.2897
[1] 1.751066

4. Como Fcalc = 3,24 > F (15;24) (0,975) = 2,437429, entonces rechazamos H0 : � 2
A = � 2

B al
nivel de signi�cancia de 5 %, esto es, hay evidencia de que las varianzas de las alturas de los
hombres de las dos localidades son diferentes. Como jT j = 2,680575 > t0,025 (11,94136) =
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2,18, entonces hay indicios de que los hombres de las dos localidades tienen alturas medias
diferentes, al nivel de signi�cancia de 5 %.

> # C�odigo en R:
> alpha=0.05
> # Probando igualdad frente a diferencia entre las varianzas:
> dx<-15
> dy<-24
> varx<-81
> vary<-25
> Fcalc<-varx/vary # estad��stica Fcalc.
> critico1<-qf(1-alpha/2, dx, dy) # cuantil de la F(1-alpha/2)
> critico2<-qf(alpha/2, dx, dy) # cuantil de la F(alpha/2)
> Fcalc
[1] 3.24
> critico1
[1] 2.437429
> critico2
[1] 0.3702826
> # Probando igualdad frente a diferencia entre las medias:
> x1<-167; x2<-176; delta<-0
> s1<-varx; s2<-vary
> T<-(x2-x1-delta)/sqrt(s1/n1+s2/n2)
> w1<-s1/n1
> w2<-s2/n2
> gl<-((w1+w2)^2)/(((w1^2)/(n1-1))+((w2^2)/(n2-1)))
> tcritico<-qt(alpha/2, gl, lower.tail=FALSE)
> abs(T); tcritico
[1] 2.680575
[1] 2.18

5. Como p-valor = 5,119e-15 < 0,06, concluimos que la campa~na regional tuvo efecto.

> # C�odigo en R:
> x <- c(267.2,293.7,250,310.8,315.2,191.8,290.6,279.5,330.6,227.3,273.8,

226.7,251.7,239.7,296.3,266.1,194.8,227.7,211.6,232.1,256.8,262.3,
262.1,266.8)

> y <- c(175.4,196.9,184.9,218.9,239.5,124.8,197.5,201.2,237.5,140.7,196.3,
177.4,163.6,173.4,166.7,233.4,124.1,126.7,180.3,175.9,186.2,190.3,

192.9,186.5)
> t.test(x, y, alternative="greater", paired=TRUE, conf.level=0.94)

Paired t-test

data: x and y
t = 17.367, df = 23, p-value = 5.119e-15
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
94 percent confidence interval:
69.31907 Inf

sample estimates:
mean of the differences
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76.425

6. a) S�� (p-valor = 1,359e-05 < 0,01).

> # C�odigo en R:
> x <- c(217,230,227,245,206,230,229)
> y <- c(184,199,190,215,183,182,198)
>
> t.test(x, y, alternative="greater", paired=TRUE, conf.level=0.99)

Paired t-test

data: x and y
t = 11.41, df = 6, p-value = 1.359e-05
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
99 percent confidence interval:
24.11784 Inf

sample estimates:
mean of the differences

33.28571

b) No (p-valor = 0,1515 > 0,01).

> t.test(x, y, alternative="greater", mu=30, paired=TRUE, conf.level
=0.99)

Paired t-test

data: x and y
t = 1.1263, df = 6, p-value = 0.1515
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 30
99 percent confidence interval:
24.11784 Inf

sample estimates:
mean of the differences

33.28571

c) S��, pues en el 1er caso (� = 0), p-valor < 0,05; y en el 2 do caso (� = 30), p-valor >
0,05.

7. a) p-valor = 0,00817176; luego, rechazamos H0 : � 1 �� 2 = 10 al nivel 5 % de signi�cancia.

> # C�odigo en R:
> n<-20
> d_barra<-13.5
> s2d<-28.1
> sd<-sqrt(s2d/n)
> t<-(d_barra-10)/sd
> t
[1] 2.952772
> pvalor<-pt(t, df=n-1,lower.tail=FALSE)*2
> pvalor
[1] 0.00817176
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b) p-valor = 0,1712394; luego, no rechazamos H0 : � 2
1 = � 2

2 al nivel 5 % de signi�cancia.

> # C�odigo en R:
> dx<-11
> dy<-14
> varx<-144
> vary<-256
> Fcalc<-varx/vary # estad��stica Fcalc.
> Fcalc
[1] 0.5625
> pvalor<-pf(Fcalc, dx, dy, lower.tail=TRUE)
> pvalor
[1] 0.1712394

c) p-valor = 0,3305299; luego, no rechazamos H0 : � 2
1 = � 2

2 al nivel 5 % de signi�cancia.
p-valor = 0,352015; luego, no rechazamos H0 : � 1 � � 2 = 5 al nivel 5 % de signi�cancia.

> # C�odigo en R:
> n1<-10; n2<-10; s1<-100; s2<-196; x1<-27.5; x2<-20.4; delta<-5
> # Probando igualdad frente a diferencia entre las varianzas:
> Fcalc<-s1/s2 # estad��stica Fcalc.
> pvalor<-pf(Fcalc, n1-1, n2-1, lower.tail=TRUE)*2
> Fcalc; pvalor
[1] 0.5102041
[1] 0.3305299
> # Probando igualdad frente a diferencia entre las medias:
> S<-sqrt(((n1-1)*s1+(n2-1)*s2)/(n1+n2-2))
> T<-(x1-x2-delta)/(S*sqrt((1/n1)+(1/n2)))
> pvalor<-pt(T, n1+n2-2, lower.tail=FALSE)
> T; pvalor
[1] 0.3859877
[1] 0.352015

Cap��tulo 7

1. a)

> # C�odigo en R:
> A<-c(51,56,69,77,69,48,41,81)
> B<-c(80,86,101,111,101,76,67,115)
> C<-c(57,62,73,81,73,54,48,84)
> D<-c(68,72,82,89,82,66,59,92)
> E<-c(50,56,71,81,71,46,37,85)
> datos<-c(A,B,C,D,E)
> boxplot(A,B,C,D,E, names=c("A","B","C","D","E"), ylab="Precio (

millones de pesos chilenos)", col=c("darkblue","green","red","
yellow","grey"))

A partir de los box plots presentados en la �gura anterior, se observa que la variabilidad
de los precios es pr�acticamente la misma para las cinco ciudades consideradas. Adem�as,
se nota que, en general, los mayores precios fueron observados en la ciudad B.
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